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Prefacio 


Este libro es producto de una “empresa multinacional de cooperación” que 
abarca el continente americano desde Fairbanks, Alaska hasta San Carlos de 
Bariloche, Argentina. La idea seminal y la organizacion inicial del proyecto 
fueron la responsabilidad de Ivan Sidelnik (actualmente Instituto Balseiro, 
Bariloche); la escritura del texto estuvo en mis manos en Fairbanks, y la revisión, 
corrección y compaginación del texto final se realizaron en el Departamento de 
Física de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales (FCEN) de la Universidad 
de Buenos Aires, por Darío Rodrigues y Elizabeth Fons, con Daniel Cartelli 
que fue el encargado de preparar todas las figuras. La coordinacion general 
del proyecto estuvo a cargo de Alejandro Sztrajman de esta facultad. Las 
versiones semifinales de los capítulos fueron revisadas minuciosamente por 
Esteban Calzetta, Pablo Dmitruk, Guillermo Frank, Diego Grosz, Edmundo 
Lavia, María Emilia Ruiz y Alberto Vasquez. Finalmente Luis Baraldo y Omar 
Coso fueron de gran ayuda para llevar a cabo este proyecto a través de la 
editorial universitaria EUDEBA. 


En realidad, desde el punto de vista hist “orico, el origen de este proyecto 
data de medio siglo atrás, cuando el Centro de Estudiantes de la FCEN preparó 
unos apuntes de mis clases de Física III (Electricidad y Magnetismo), dictadas 
a principios de los años 60. Por décadas, copias de estos apuntes siguieron 
circulando (en estado cada vez mís dilapidado) entre el estudiantado del De- 
partamento de Física de la FCEN; su texto finalmente sirvio de inspiracion y 
base para nuestra empresa. Dada su antigúedad, el texto necesitaba una puesta 
al día, especialmente en el capítulo de introducción a la electrónica —tarea que 
ejecutó con habilidad didáctica el profesor Jorge Aliaga, de esta Facultad. 


A todos los arriba mencionados, mi mas profunda gratitud -sin su partici- 
pación con tanto entusiasmo, dedicación y esmero, la producción de este texto 
no habría sido posible. 

En cierta manera, este tomo, dedicado al estudio de las interacciones entre 
cuerpos eléctricamente cargados y aplicaciones prácticas en circuitos eléctricos, 
es una secuela logica a mi libro Mec “anica Elemental. El nivel matem “atico es 
algo superior; en particular, incluye una dosis mías fuerte de calculo vectorial 
y en sus últimos capítulos requiere cierta destreza en el manejo de números 
y funciones complejas. Pero el proposito fundamental no cambio: analizar el 
porqué de los fen“omenos bajo consideracion y enseñar a entender la física 
interviniente -todo esto, evitando definiciones “por decreto”, la presentaci“on 
de ecuaciones como “recetas de cocina” y ejemplos que s'do exigen destreza 
matemática—. Sin duda, el lector descubrirá algunos cambios de estilo dentro de 
un mismo cap ítulo, y, en ciertas secciones, irritantes inconsistencias de símbolos 


Mec “anica Elemental, Eudeba (2002). 
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y notación. Esperamos que lo primero sea perdonable; lo segundo es inevitable, 
porque tales inconsistencias aparecen en muchos libros sobre esta disciplina, 
por razones históricas. 


En la física básica, el electromagnetismo tiene cierta posición de privilegio. 
Dejando de lado el dominio subat “omico, las interacciones electromagnéticas 
rigen la din“amica del entorno humano inmediato —tanto físico, como químico, 
como biológico-. Y comparten con las interacciones gravitatorias el control de 
la evolucion macrosc“opica del Universo entero. Por lo tanto, el primer curso 
de Electromagnetismo brinda al estudiante una vision cuantitativa sin par de 
procesos fundamentales que dominan nuestra existencia. 


Este libro consta de cinco capítulos, de los cuales el primero (electrostática, 
que trata interacciones entre cargas eléctricas en reposo) y el tercero (mag- 
netismo, que trata interacciones entre cargas en movimiento) constituyen los 
pilares fundamentales de la materia. Además de presentar las leyes pertinentes 
y sus aplicaciones elementales, tienen por meta fortalecer la comprension del 
concepto de campo en física, terminando en la formulacion de las ecuaciones 
de Maxwell (pero sin ir mæ all'a). El segundo capítulo trata sobre corriente 
eléctrica y circuitos de corrientes estacionarias; el cuarto trata sobre corriente 
alterna, brindando al estudiante una oportunidad de familiarizarse con el uso 
efectivo de números y funciones complejas como herramienta fundamental en la 
física. El capítulo quinto (componentes no-lineales, diodos y transistores) puede 
considerarse una introducción a la electrónica. La alternación entre temas bási- 
cos y temas aplicados en este tomo no sólo es apropiada desde el punto de vista 
pedagógico, sino que permite organizar los trabajos prácticos correspondientes 
en forma logísticamente más factible. 


En cuanto a clases prácticas y de problemas, que siempre deben ser acopla- 
das íntimamente a un curso teórico sobre electromagnetismo elemental, deseo 
citar a continuacion algunas ideas formuladas en el Prefacio de la primera 
edicion (1963) de Mec “anica Elemental, y que, según mi experiencia durante 
muchas décadas, son válidas hoy más que nunca. Dijimos entonces: 


“El prop “osito fundamental de un trabajo pr'actico debe ser la verificaci“on 
experimental, por parte del alumno, de alguna relación causal entre magnitudes 
físicas. El trabajo debe contener en pequeño todos los elementos de un trabajo 
de investigacion real: planteo del problema, seleccion de métodos adecuados, 
realizacion de mediciones, analisis e interpretacion de datos, presentacion de 
las conclusiones y (insistimos hoy día) confeccion de un resumen apto para el 
público general. Asimismo, el trabajo práctico debe: a) enseñar a medir bien y 
a trabajar ordenadamente; b) enseñar a interpretar el significado estad ístico de 
las mediciones; c) enseñar los “trucos' experimentales típicos para las mediciones 
más frecuentes en la práctica; d) dar oportunidad al estudiante para desarrollar 
su inventiva y fantasía. 
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El propósito fundamental de un problema debe ser convencer al alumno de 
la utilidad de un concepto dado, o de una relación física dada, para predecir el 
comportamiento de un sistema físico (o de “retrodecir? su pasado). Asimismo 
debe: a) enseñar a discutir desde el punto de vista físico una relación matemática 
entre magnitudes; b) enseñar a aproximar matem “aticamente, en la medida 
que las condiciones físicas del problema lo permitan; c) enseñar a predecir el 
comportamiento de un sistema cualitativamente, basándose en razonamientos 
físicos, sin uso de c“alculos numéricos detallados; d) dar un panorama actual 
de la aplicabilidad de los conceptos físicos en diversos dominios de la física, la 
técnica y demás disciplinas cient íficas.” 


Para finalizar, tal como en oportunidades pasadas cuando escribí un libro, 
quiero agradecer de todo corazón a mi esposa Beatriz, que también se graduó 
como física en la FCEN, por su infinita paciencia durante los muchos meses 
que dediqué a la preparacion de este texto. 


Noviembre de 2014 


Juan G. Roederer 

Professor of Physics Emeritus 
University of Alaska Fairbanks 
www.gi.alaska.edu/”Roederer 


El autor con sus colaboradores en la Facultad de Ciencias Exactas y Natura- 
les de la Universidad de Buenos Aires. De izquierda a derecha: Darío Rodrigues, 
Iván Sidelnik, Jorge Aliaga, Juan G. Roederer, Alejandro Sztrajman, Elizabeth Fons y 
Daniel Cartelli. 
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Interacciones electrostáticas 


1.1. Interacciones entre cargas puntuales 


Los antiguos cursos de Electricidad y Magnetismo comenzaban frotando 
barras de ebonita con pieles de gato, jugando con bolitas de médula de sauco, 
haciendo saltar chispas en grandes armatostes que llevaban nombres de científi- 
cos del siglo XVIII, y encerrando alumnos malos en jaulas de Faraday. Con este 
método, se introduc ía el capítulo de la electrostática en forma fenomenológica, y 
se llegaba a las conclusiones que resumiremos muy brevemente a continuación: 


1. Se comprueba que hay sustancias que al ser sometidas a cierto tratamiento 
que no altera sus propiedades físico-químicas (por ejemplo si son frotadas 
convenientemente), presentan es entre sí (ejercen fuerzas entre ellas) que 
antes del tratamiento no existían, y que no pueden ser explicadas con 
los mecanismos de interaccion gravitatorio, el“astico o de rozamiento. Se 
dice que dos cuerpos macroscópicos que presentan ese tipo de interacción 
están electrizados, en estado eléctrico, o bien cargados eléctricamente. 


2. Se comprueba que estas interacciones pueden ser atractivas o repulsivas. 
Las sustancias electrizadas por frotamiento se pueden clasificar en dos 
grupos, de manera tal que sustancias electrizadas de un grupo se atraen 
con las del otro y se repelen con las del mismo grupo. Se conviene en 
decir que los cuerpos de un grupo (aquel del que forma parte el vidrio, 
por ejemplo) están electrizados positivamente, los del otro grupo (al que 
por ejemplo pertenecen las resinas) estían electrizados negativamente. 
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CAPÍTULO 1 


Al estado eléctrico se le asocia el concepto de carga eléctrica, que lo 
representa cuantitativamente. 


Los cuerpos se clasifican adem'as en dos grandes categor ías: aisladores 
y conductores. Estos últimos son capaces de transmitir el estado eléctri- 
co de una parte a otra. Si se introduce una esferilla met “alica cargada 
eléctricamente en la cavidad de un conductor y se la pone en contacto 
con el mismo, la carga de la esferilla pasa completamente al conductor y 
se reparte sobre la superficie exterior del mismo. 


En un conductor aparece el fen“omeno de inducci “on electrost “atica. En el 
ejemplo dado en 3, el conductor redistribuye su carga aún si la esferilla 
no toca la pared de la cavidad. Retirando la esferilla, el conductor vuelve 
al estado original, con densidad de carga local neutra. En general, un 
cuerpo electrizado colocado en la vecindad de un conductor inicialmente 
neutro, induce cargas eléctricas sobre la superficie del mismo. Esto sirve 
para medir cargas eléctricas," o sea, darle jerarquía de magnitud física. 


Aquí seguiremos otro método que, si bien es algo más abstracto, nos brindará 
una versión más profunda de los conceptos físicos elementales sobre los que se 
basa la electrostática. Procederemos de la siguiente forma: 


a. 


Daremos por sabido lo que es un cuerpo electrizado, en estado eléctrico, 
o bien cargado eléctricamente (por ej. una barra de ebonita frotada, 
una esferilla metalica a la que se tocío con una varilla de azufre, un 
electr“on, etc.). En otras palabras, daremos por entendido que el lector 
estía familiarizado a través de experiencias de laboratorio y de la vida 
diaria, con los conceptos fenomenológicos de carga eléctrica, conductores, 
aisladores, etc. 


Haremos una serie de experiencias ideales (llamadas así porque son difíci- 
les de realizar en la practica con precisi“on), y estableceremos las leyes 
experimentales elementales que cumplen. 


Sobre la base de estas leyes ideales vamos a predecir el resultado de 
experiencias que sean verificables experimentalmente con gran precisi“on 
en condiciones reales. La verificación de estas predicciones constituirá una 
verificación de las leyes elementales originalmente basadas en experiencias 
ideales. 


1 Uno de los primeros instrumentos era el electroscopio: un conductor cuya carga superfi- 
cial induce efectos mec“anicos sobre el mismo (separaci“on de unas hojuelas met “alicas). Este 
instrumento se calibra, electriz“andolo sucesivamente con cargas iguales o cuya relacion se 
conoce (esto último se logra con consideraciones de simetría: dos esferillas metálicas electri- 
zadas, exactamente iguales y puestas en contacto, una vez que se las separa, llevarán cargas 
iguales). 
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Este es un método an'“alogo al se- A 
guido en Mecanica Elemental? para 
establecer las leyes de Mach en base a 
las experiencias ideales sobre la inter- 
accion entre dos cuerpos materiales 
puntuales. De estas leyes de Mach se 
deducían los principios de conserva- cuerpo 
d'on, verificables experimentalmente fuente 0 
con precisión arbitrariamente grande. 
La gran ventaja de este método es que 
nos permite obtener una vista íntima 
de los procesos elementales que ocu- 
rren en la naturaleza, y: definir los di- Figura 1.1 Carga puntual en el origen y otra situada a 
versos conceptos físicos fundamenta- una distancia r. 
les con gran rigor. 


cuerpo de 
prueba 1 


fi 


` 


D 


Estudiaremos ahora las interacciones entre dos cuerpos electrizados pun- 
tuales en el vacío y en reposo? respecto de un sistema inercial (ver figura 1.1). 
Usaremos cuerpos puntuales (de dimensiones despreciables respecto de las dis- 
tancias entre los mismos), para no tener que hacer intervenir la mecanica del 
cuerpo rígido (fuerzas y momentos, masa y momento de inercia) y para no 
complicarnos la vida con el problema de la distribución de la electricidad sobre 
el cuerpo en cuestion. Un cuerpo puntual cargado eléctricamente puede ser, 
por ejemplo, una muy pequeña esferita met “alica que ha sido frotada con piel 
de gato (electricidad negativa), o puesta en contacto con una varilla de vidrio 
previamente electrizada (electricidad positiva). Admitiremos que dos cuerpos 
cargados eléctricamente tienen igual estado eléctrico cuando han pasado por 
idénticos procesos de preparación.“ 


2J. G. Roederer. Mecanica Elemental, Eudeba, 2002. 

3Equilibrio que debe ser provisto por fuerzas no-electrodinámicas (este es un comentario 
que parece obvia pedantería, pero que es de importancia en Fundamentación de la Fisica). 

4Este es un ejemplo historico, en el que se menciona la “preparacion” de un sistema. 
Normalmente, en la física clásica del dominio macroscópico se habla simplemente de un dado 
estado inicial, en principio controlable a gusto, y se confía (basado en verificaciones experi- 
mentales) en que sistemas interactuantes idénticos, partiendo de estados iniciales idénticos, 
van a dar resultados idénticos cuando son sometidos a mediciones en condiciones idénticas. 
Posibles desviaciones se atribuyen a errores experimentales. En sistemas caóticos causales, en 
los que variaciones infinitesimales en las condiciones iniciales pueden dar lugar a evoluciones 
radicalmente diferentes, es imposible por razones practicas reproducir o verificar la exacta 
identidad de un estado inicial (¡piénsese en la bolita de una ruleta!). En el dominio cuántico, 
salvo en condiciones especiales, es necesario postular que sistemas cuánticos sometidos a una 
preparación (o sea, historia) idénticas, necesariamente van a estar en estados idénticos —pero 
una verificación experimental de esto último es fundamentalmente imposible, salvo en forma 
estadística (¡piénsese en el proceso de difracción de electrones en una doble ranura!). 
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Sea un cuerpo electrizado O que llamaremos “cuerpo fuente”, colocado en 
el origen de coordenadas (figura 1.1). Estudiaremos las fuerzas que actúan 
sobre otros cuerpos electrizados puntuales 1, 2, etc. -que llamaremos “cuerpos 
de prueba” o, a veces, “cargas libres” colocados en las posiciones r, r! etc. 
Procederemos en forma análoga al método seguido en el estudio de interacciones 
gravitatorias.? Realizando una serie de experimentos ideales se comprueba que: 


1. La fuerza sobre el cuerpo de prueba electrizado tiene la dirección del vector 
posición r, y sentido contrario (atractiva), o igual (repulsiva) al del vector 
r. Depende adem'as del punto en cuestion fı = f,(r). Cambiando el 
cuerpo electrizado 1 por el cuerpo electrizado 2, la fuerza será en general 
diferente en cada punto, fa(r) 4 filr). 


2. Si filr), filr’), filr”), ... son los m'odulos de las fuerzas sobre el mismo 
cuerpo electrizado i en distintos puntos r, r/ r” ... del espacio que rodea 
al cuerpo 0, para los módulos de los vectores fuerza sobre los cuerpos 1 y 
2 se verifica 


fr) _ far) ar 
fir) fir) fe”) 


La constante q21, que es independiente de la posicion y que representa 
una cualidad inherente de los cuerpos 1 y 2, se denomina valor absoluto 
de la carga eléctrica del cuerpo 2 en unidades de la carga eléctrica del 
cuerpo 1. Para un cuerpo electrizado 3, valdra 


[g21] = cte. (1.1) 


= = Sra lq31l cte. 


Podemos obtener así el valor absoluto de la carga eléctrica de cualquier 
cuerpo puntual electrizado en unidades de la carga del cuerpo 1. 


3. Si comparamos la fuerza que en un punto dado actúa sobre el cuerpo 3, 
con la que allí actúa sobre el cuerpo 2, se verifica que 


falr) Br) BI la É 
PO) Fr) fel”) Par a 


Esta última igualdad no es consecuencia de la (1.1). Si por decreto adop- 
tamos al cuerpo electrizado 1 como unidad de carga eléctrica, podemos 


| cte. (12) 


5 Mec anica Elemental, sección 3.b. 
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suprimir el subíndice 1 en todas las cargas eléctricas y llamar valor absolu- 
to de la carga eléctrica del cuerpo n (sobreentendiendo que es en unidades 
del cuerpo 1) al cociente 


fulr) _ 
fi (r) = ln] 


Obsérvese que así definido, el valor absoluto de la carga eléctrica es el 
número que mide cuantas veces mæ intensa es la fuerza de interacci'on 
electrostática que actúa sobre el cuerpo electrizado en cuestión, en com- 
paraci“on con la fuerza sobre el cuerpo de carga unidad colocado en el 
mismo punto del espacio. Cambiando el cuerpo de carga unidad, el va- 
lor absoluto de la carga de un cuerpo cualquiera variaría de acuerdo a 
la transformaci“on de magnitudes,? como se deduce de (1.2). Se ve que 
definido de esta manera, el concepto de carga eléctrica está representado 
por una magnitud física independiente. 


Hasta el momento s'do hemos considerado el modulo de las fuerzas de 
interacci“on; ocupémonos ahora de su sentido. Dados dos cuerpos elec- 
trizados m y n, se comprueba que el sentido de la fuerza de interacci“on 
puede ser tal que los cuerpos se repelan entre sí, o bien que se atraigan. 
Si sucede lo primero, las cargas eléctricas qm y qn tienen el mismo signo 
y si sucede lo segundo, tienen signo opuesto. Asignando entonces signo 
positivo al cuerpo electrizado que se eligió como carga unidad, y teniendo 
en cuenta la convención sobre signos relativos adoptada arriba, podemos 
resumir los resultados 1 a 3 en forma vectorial de la siguiente manera: 


far)= filr) falr)=a8 fir)... filr)=afilr) (13) 


Los números qı, q2, ... representan ahora la carga eléctrica del cuerpo 
en cuestion (en unidades de cuerpo 1). Sería positiva, si la fuerza es del 
mismo sentido que la fuerza sobre el cuerpo unidad, y negativa, si tiene 
sentido contrario. 


Obsérvese desde ya que, tal como el módulo de la carga unidad, el signo de 
la carga eléctrica proviene de una convención (la de haber asignado signo 
positivo al cuerpo electrizado unidad); lo único físicamente significativo 
es el signo relativo entre dos cargas eléctricas. El hecho de que un electrón 
tenga carga negativa proviene de una convención puramente humana; lo 
único físicamente real es que el electrón y el protón, por ejemplo, tienen 
cargas opuestas. Los resultados de las leyes físicas no pueden depender 
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del signo convenido” para las cargas eléctricas.? Esto lleva, en física de 
las partículas elementales, al principio de conjugación de la carga. 


La carga eléctrica de un cuerpo macroscópico (varilla de ebonita frotada, 
esfera metalica electrizada, etc.) puede tener cualquier valor (magnitud 
continua). En el dominio microsc “opico, sin embargo, se comprueba ex- 
perimentalmente que la carga eléctrica de un sistema s'do puede ser un 
múltiplo entero de un valor, llamado carga elemental (designada e). Esta 
carga elemental en módulo es la carga del electron o del protón. 


Hasta aquí no hemos hecho aparecer explícitamente al cuerpo fuente colo- 
cado en el origen, que era el proveedor de las interacciones electrostáticas 
analizadas arriba. Las igualdades vectoriales (1.3) nos permiten introducir 
un concepto físico ligado al cuerpo fuente. De (1.3) deducimos que 


f(r) = f(r) — far) = E(r) (1.4) 
q2 q3 qn 
independiente de las cargas 2, 3, ..., n, dependiente sólo de la posición r y 


del cuerpo electrizado 0. Este vector E, definido en cada punto del espacio 
que rodea al cuerpo 0, se llama campo eléctrico del cuerpo electrizado O y 
representa el hecho físico de que el cociente entre la fuerza de interacción 
electrost “atica y la carga eléctrica es independiente de esta última; su 
valor numérico está dado por la fuerza que actúa sobre el cuerpo de carga 
eléctrica unitaria en un punto dado. N'otese que la definicion (1.4) vale 
en general, aun si el cuerpo fuente tiene cualquier forma, y que el sentido 
del vector E es independiente del signo de la carga de prueba. Definido 
así, el concepto de campo eléctrico se interpreta como una propiedad 
intrínseca del espacio que rodea a cuerpos electrizados —aun si se trata 
del vacío total (esta interpretaci“on de campo en general tuvo impactos 
enormes en la física del siglo XIX). 


En la definicion (1.4) de campo eléctrico es necesario que los cuerpos 
que llevan las cargas eléctricas de prueba q2, q3, ..., qn sean puntuales. 
Además, para que tenga validez general, impondremos que q — 0, o sea, 
definiremos al campo eléctrico en un punto r dado como el límite 


E(r) = lím = (1.5) 


TCovariancia, Mec “anica Elemental, sección 2.d. 

8Por ejemplo, una hipotética galaxia en la que los electrones son positivos y los protones 
negativos, sería indistinguible de las otras “a distancia”. S'do trayendo materia de ahí y 
haciéndola interactuar con materia aquí podríamos comprobar la diferencia. 

“En física de partículas elementales aparecen los quarks de carga +le o ze. Son los 
constituyentes de protones y neutrones (hadrones en general), pero no pueden existir como 
partículas libres, aisladas. 
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Esta exigencia de límite se debe a que, como veremos mæ adelante, si 
colocamos una carga de prueba frente a un conductor, actuará una fuerza 
sobre esta por efecto del proceso de inducción aun si el conductor estuvo 
inicialmente descargado y en ausencia de cualquier otra carga (es decir, 
campo inicialmente nulo).* 


El campo eléctrico constituye lo que se llama un campo vectorial: a 
cada punto del espacio le corresponde un vector. El campo vectorial 
E(r) = Elx,y, 2) = (Ez, Ey, E.) esta definido por sus componentes en 
funcion de las coordenadas (que supondremos ortogonales cartesianas), 
esto es 


Es = Eslz,y, z) 
Ey = Ey(x,y,z) (1.6) 
E, = E(x, y,z) 


Corresponde ahora determinar experimentalmente cómo depende el cam- 
po eléctrico de la posicion y de la carga puntual fuente en el origen O. 
Se comprueba como cuarto experimento ideal que: 


El módulo del vector E = E(r) es inversamente proporcional al cuadrado 
de la distancia r entre el punto en cuestion y el cuerpo (puntual) que 
produce el campo, 


La dirección de E es la de r; su sentido es independiente de la carga de 
prueba (1.4), y sólo depende de la carga fuente. Si a la constante de pro- 
porcionalidad, que en los párrafos que siguen llamaremos Ko, le asignamos 
el signo de la carga fuente, podemos expresar todo esto vectorialmente 
en la forma 


10Este es un ejemplo típico en el que el proceso de medición en sí (colocar la carga frente 
al conductor descargado y medir la fuerza que sobre ella actúa) perturba sensiblemente lo 
que se quiere medir (un campo eléctrico inicialmente nulo). Para reducir a un mínimo este 
efecto de inducción de cargas (que nada tiene que ver con lo que se quiere medir, sino que es 
consecuencia de una propiedad de un medio material macroscópico, el conductor) es que se 


exige 


el límite (1.5). Dicho límite no se puede realizar más que en forma aproximada, ya que 


la carga q no puede ser menor que la carga elemental. Por otra parte, la sola presencia de 
una carga eléctrica como la utilizada para medir un campo eléctrico, siempre va a perturbar 
este último, por la accion de su campo propio (el que ella misma origina). Sin embargo se 
verifica que el campo propio no tiene resultante sobre la carga que lo produce, si la carga se 
encuentra en reposo o en movimiento uniforme —o sea, no afecta la fuerza total que sobre 
ella actúa en presencia de otras cargas. 
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En resumen, la fuerza que actúa sobre una carga qı colocada en el punto 
r será 


r 
fı = qg Koz (1.7) 


1.2. La constante eo 


Vamos a demostrar que la constan- 
te Ko debe ser proporcional a la carga 
qo del cuerpo fuente puntual. Por ra- 
zones de simetría (ninguno de los dos 
cuerpos 0 o 1 es privilegiado), la fuer- 
za fo sobre el cuerpo fuente debido 
a su interaccion con el cuerpo 1 sería, 
según (1.4) y (1.7), 


Figura 1.2 Acci/on y reaccion en el caso de dos 
cargas puntuales interactuantes. 


== 
fo = 0 Kı — 
A 


Kı es la constante de proporcionalidad entre el campo que la carga qı produce 
en el origen O y el factor 1/r?. Como fı + fo = 0 (el llamado “principio” de 
acción y reacción, ver figura 1.2),'* deducimos que 


qdo ql 
Ko Kı 
Lo mismo valdría para otros cuerpos 2, 3, ..., n puestos en interaccion elec- 


trostática con la carga qo. Entonces, 


qo qı q2 qn 
ee = .=4 1. 
a K, cte TEO (1.8) 


En la seccion 1.9 quedaría claro por qué se introduce el factor extraño y 
quizas molesto 4r. N'otese bien que la serie de igualdades (1.8) vale para las 
cargas con sus respectivos signos. Esta constante positiva es independiente de 
los cuerpos electrizados en interacci“on, independiente del espacio, del tiempo, 
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independiente de todo. Es por lo tanto una constante universal. El significado 
de su inversa 


1 
Ke = 
ATEO 


(1.9) 


es semejante al significado físico de la constante universal de gravitación,*? re- 
presenta la intensidad de interacción electrostática. Su valor numérico depende 
solo de la unidad elegida para la carga eléctrica y de las unidades mecanicas. 
Téngase bien presente que, una vez adoptadas estas unidades, es necesario 
determinar eo experimentalmente, tal como es necesario determinar experimen- 
talmente la constante de gravitaci“on universal.” 


Teniendo en cuenta el resultado (1.8), podemos escribir para el campo 
eléctrico de una carga fuente puntual q situada en el origen?” 


1 r 
a5 (1.10) 


Ee) g ATEO 


Este campo radial est'a dirigido hacia afuera para una carga positiva, y hacia 
el centro para una carga negativa como se presenta en la figura 1.3. 


a 0 
A LT i rr ELE a 
A ` Z 
T = NA 


Figura 1.3 Campo eléctrico radial de una carga positiva (izquierda) y el de una negativa (derecha). 
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13Es un buen ejercicio describir cómo se logra esto conduciendo una experiencia ideal con 
tres cargas puntuales, de las cuales una es adoptada como unidad. 

MEn física cl'asica, el infinito en r = 0 no molesta, ya que por la condicion de cuerpos 
puntuales estía prohibido acercarse demasiado a la carga qo (o sea, físicamente dejaría de 
aparecer como puntual). 
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La fuerza que actuará entre dos cargas puntuales q y q'con posición relativa 
r una de la otra sería entonces, de acuerdo a (1.4) y (1.10), 
ad r lag" 
= = o para el módulo = 
4reo r° p pe Arer? 


(1.11) 


Esta es la famosa Ley de Coulomb. Nosotros preferimos denominarla ley de 
las interacciones electrost “aticas, puesto que a partir de ella se deduce toda la 
electrost “atica (tal como a partir de la ley de gravitaci“on universal' se deduce 
toda la mecánica celeste). En otras palabras, en (1.11) termina la física de este 
capítulo -lo que sigue son consecuencias matem “aticas y la física se reduce a 
interpretar los resultados! 


La ecuación (1.11) es verificable experimentalmente mediante la balanza de 
Coulomb, descripta en cualquier texto elemental de electrost “atica. Es difícil, 
sin embargo, lograr gran precision con este método. Fabulosos experimentos 
con aceleradores de electrones (que costaron centenares de millones de dólares), 
han sido diseñados para averiguar si (1.11) (o sus consecuencias) se cumple en 
las vecindades (~ 107* cm) del electrón. 


Recuérdese bien el significado de la constante £o —lamentablemente, mu- 
chos libros la presentan como un factor para arreglar unidades, y en general 
se le da el nombre espantoso de permitividad eléctrica del vacío—. En este 
curso denominaremos £o oficialmente con el nombre de “épsilon cero” (la in- 
versa ke = 1/4reo, es en verdad la constante universal de las interacciones 
electrost “aticas, que debe medirse experimentalmente). Adoptando el Sistema 
Internacional (S.I.), y eligiendo como carga unidad el coulomb C, que defi- 
niremos como 6,241 50934(14) - 10% veces la carga del electr“on e, se obtiene 
experimentalmente 


so = 8,854 187817102 a coulomb’ (1.12) 
i kgm” A newton m? 


En vista del valor pequeño que resulta para la constante universal £o en este 
sistema de unidades, es fácil comprobar que 1 C es, en verdad, una carga eléctrica 
enorme. Situando dos cuerpos pequeños cargados con 1C cada uno a 1m de 
distancia, estos se repelerían con una fuerza 


1N m? 1 coul i 
fa zan : coulomb 2105N 
4r 8,85 - 10 "*C 1m 


Visto de otra manera, la fuerza de interacción electrostática entre dos partículas 
elementales es muchísimos “ordenes de magnitud mayor que su interaccion 
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gravitatoria. Por ejemplo, la fuerza de interacción electrostática entre electrón 
y protón en el átomo de hidrógeno (q = 1,6 - 107% C, me = 9,1 -107% kg, mp = 
1,7-10” kg, r 5. 107° cm) es de 8 - 1078 N, osea ¡unas 10 - 10% veces mayor 
que la gravitatoria! La culpa de esto la tiene el alto valor de ke = 1/4reo en 
comparación con el pequeño valor de la constante de gravitación universal y. 

En resumen, podemos decir que ke (1.9) representa globalmente la intensi- 
dad de interacción electrostática, que para las partículas elementales eléctrica- 
mente cargadas con las que está formado nuestro universo, es muchísimo mayor 
que la intensidad de sus respectivas interacciones gravitatorias (representadas 
globalmente por G). El hecho de que se le haya restado significado físico a la 
constante universal £o se explica por el uso, desde edad temprana del electro- 
magnetismo, de sistemas de unidades CGS (como el sistema Gaussiano, o el de 
Unidades Electrostáticas [u.e.s.]) donde la constante £o vale 1 (sin dimensiones) 
y la unidad de carga eléctrica es una unidad derivada (ver apéndice). 


1.3. El principio de superposición de las interacciones electrostáticas 


Analicemos ahora mas de cerca la expresion (1.10) del campo eléctrico de 
una carga puntual. 


Figura 1.4 Carga fuente fuera del origen y campo en la posicion r. 


Si la carga fuente no estía en el origen, sino en la posici“on dada por el radio 
vector ro (ver figura 1.4), el campo en el punto r será evidentemente 


r—"T0 


q 
E(r) = 
(r) 4rreo |r — rol? 


(1.13) 


26 


CAPÍTULO 1 


Para las componentes del campo esto significa que 


T — To 


zo)? +(y=— yo) + (2 — 20)” 


niw 


y — Yo 


zo)? + (y — w)? + (2 — 20) 


nio 


Z— Ri 


q 
Ez(x£,y, z) = Ta ; 
T 

q 
Ey(x,y, 2) = ATEO ( 
T 

q 
Ez(x£,y,z) ES ÁTTEO (x 


NI 


zo)? + (y— yo) + (2 — 20)” 


Se comprueba como quinto experimento ideal: 


5. Cuando hay más de una carga eléctrica puntual como fuente de un campo 
eléctrico, cada una de ellas contribuye al campo en forma independiente 
de todas las dem'as cargas presentes (ver figura 1.5). 


Ey 


Figura 1.5 Campo eléctrico en la posici“on r, 
generado por las cargas qı y q2. 


Este es el principio de superposici “on 
de las interacciones electrost “aticas. Por 
lo tanto, el campo eléctrico de una se- 


rie de cargas puntuales q1,02,...,k,... 
situadas en los puntos T1,T2,...,Tk,... 
vale 


E) =Y) HL (114) 


m reo |r — ral? 


La carga eléctrica también es aditi- 
va: la fuerza resultante que actúa so- 
bre un conjunto de cargas puntuales 
q1,q2,...,Qk,..., todas ellas concentra- 


das en un dado punto donde el campo es 
E, vale 


f=qsE donde qs= Sr (1.15) 
k 


1.4. Ejemplos con cargas puntuales 


Como primer ejemplo del principio de superposición, consideremos el campo 
de dos cargas iguales +q, colocadas como está indicado en la figura 1.6. 
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a 


Figura 1.6 Campo eléctrico en un punto P, generado por dos cargas positivas situadas sobre el eje z. 


El campo E en un punto P situado por el radio vector r será la superposición 
de dos campos E y E» originados por las cargas en A y en B, respectivamente, 
y que de acuerdo a (1.13) valen 


= q ARA E, - 2 r—OB 
— 4reo |r — OA}? “Amen |r — OB? 


E; 


O sea, pasando a componentes, el campo resultante sería 


o: E „4 T 
“ATEO £2? + y? + (z +a/2)?]? 4TE0 £? +y? + (z — a/2)?]? 
y pa y 


NIW 


Áreo jr? + y? + 


NIW 


” ATEO L +y + (zta 2=a/2y 


OS 
OS 


4 z+a/2 q z=a/2 
Arco [124 y? + (2+a/2) reo a? + y? + (2 — a/2)? 


Ez 


NIW 
NIw 


Analicemos por qué y cuándo aparecen +a/2 y —a/2. Obsérvese que en el 
origen, por ejemplo, el campo es nulo. Allí, las fuerzas sobre una carga puntual, 
provenientes de las dos cargas A y B, son opuestas, anul “andose mutuamente. 
Esta no es una posición de equilibrio estable, por cuanto para pequeños despla- 
zamientos, la resultante tiende a alejar la carga de O. En el plano xy (z = 0), 
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la componente E, es idénticamente nula. El campo es entonces paralelo a ese 
plano, y vale 


297 2qy 

aaa: Sa AE 
Areo|1* + y? + (a/2)*]2 Areo[x* + y? + (a/2)*]2 

Sobre el eje z (x = y = 0), el campo es paralelo a él (Ez = Ey = 0), y vale 


E — 2 2+a2 q 2-af2 
Z Ameo(2+a/2)2  4reo(2-a/2)? 


Analicemos qué pasa en puntos muy alejados de las dos cargas, es decir, para 
r > a (ver figuras 1.7 y 1.8). 


P 


Figura 1.7 Campo eléctrico en un punto lejano Figura 1.8 Detalle geométrico correspondiente a 
P, generado por dos cargas positivas la figura 1.7. 
situadas sobre el eje z. 


Llamemos AB = a. Entonces OA = —a/2, y OB = a/2. Teniendo en cuenta 
que r > a, podemos aproximar (ver figura 1.8): 


lr — OB| = BP = OP OQ = r — 50080 
a 


Entonces 


1 a 1 l a 3a Da 
Ir — OBJ? ró(1— (a/2r)cos0)* — r’ 2 


1 no 1 1 i 3a 0 
Ir — OAJ ró(1+(a/2r) cos O)? — r’ pa 


(1.16) 


2 
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Por lo tanto, el vector campo total E en un punto lejano (r > a) sería 


q 1+(3a/2r) cos O q 1-(3a/2r)cos0 
= | -aj/2 
s 4TE0 r’ (Pa) 4TE0 r3 (RALA 


2q r 


N 


Amer? 


En la última igualdad hemos des- 
preciado el término que contiene a”. z 
Observando esta expresi“on, y com- 
parándola con (1.10), nos damos cuen- 
ta de que en un punto lejano, “todo 
sucede como si” tuviéramos el campo 
de una sola carga de valor 2q, situada 
en el origen. Esto vale aun para el ca- 
so de varias cargas puntuales: vistas 
desde un punto lejano (con r > dis- 
tancia media entre las cargas), todo 
aparece como si estuvieran concentra- 
das en el origen. El campo eléctrico 
es un poco corto de vista: lejos de 
las cargas que lo producen, las ve bo- 
rroneadas, comportándose como si sus — 
fuentes estuvieran concentradas en un A 
punto. Todo esto tiene una consecuen- 
cia important ísima: nos muestra que Figura 1.9 Campo eléctrico en un punto P, generado 
. por dos cargas de signos contrarios situadas 
una carga no-puntual vista desde le- sobre el eje z. 
jos se comportará efectivamente como 
una carga puntual. Queda entonces plenamente justificado haber tomado cuer- 
pos electrizados de dimensiones muy pequeñas en nuestras experiencias ideales, 
para poder olvidarnos de la distribucion de la electricidad sobre los mismos: 
el ejemplo precedente muestra que bajo esas condiciones, no interesa la forma 
efectiva, microsc ‘opica, del cuerpo en cuestion. Y queda claro que cuando ha- 
blamos de una carga puntual no nos referimos a un ente puntual en el sentido 
geométrico, sino a un cuerpo cargado de dimensiones mucho más pequeñas que 
las involucradas en el problema físico que se está tratando. 


a 


Y 


Como siguiente ejemplo, consideremos el caso de dos cargas iguales pero 
de signo opuesto, dispuestas en la misma forma que las del ejemplo anterior. 
Un sistema así se denomina un dipolo eléctrico (ver figura 1.9). En ese caso, el 
campo es la suma de dos términos 


o q r — OB q r — OA 
— 4reo|r— OBJ? 4reo|r — OAJ’? 
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Ahora el campo en el origen no es nulo, sino que tiene la direccion del eje z y 
vale Ez = —2q/re0a?. En general, el campo sobre el plano xy (z = 0) es ahora 
perpendicular al mismo. El campo sobre el eje z sigue siendo paralelo al mismo. 

Nuevamente, es muy importante estudiar lo que sucede en un punto lejano 
(r > a) para este caso. Un dipolo para el cual a/r — 0 se llama dipolo eléctrico 
puntual. Las aproximaciones (1.16) seguirían siendo v'alidas. Reemplazando 
entonces en la expresión del campo, obtenemos 


q 1+ (3a/2r)cosð (r 2) q 1-— (3a/2r)cos8 (r 2) 
ATEO r3 2 4TE0 e (2 
qr 3a qa 


= cos O 
drreor? 2r 4reor? 


Esta expresion la podemos escribir en la forma 


qa r a 
E= 3 pla =| LR 
4TrEor? a r a ( ) 


donde aparecen los vectores unitarios r/r y a/a independientes de la distancia r. 
Por lo tanto, el módulo del campo eléctrico de un dipolo puntual decrece como el 
cubo de la distancia, o sea, más rápidamente que el de una única carga puntual. 
Su direccion, dada por el corchete en (1.17), sob depende de la colatitud 6. 


Volviendo a nuestra imagen del 
campo eléctrico corto de vista: visto 
desde lejos, un dipolo se presenta en 
primera aproximacion como un siste- 
ma de carga nula (no hay dependen- 

ES cia coulombiana 1/77). S'do mirando 
con mucho esfuerzo, se llega a distin- 
guir una contribucion débil, que de- 


ET crece rapidamente como 1/1”. 
Estudiemos la configuracion del 
campo de un dipolo puntual. Para 
+ C puntos del eje z (ver figura 1.10), 
a si _ cosh = 1 y r/r = aja = è (r || a). 
PA a PU Por lo tanto, según (1.17), 
x Ec 
Ep pae 
il 4reor? 


Figura 1.10 Campo eléctrico generado por un 
dipolo sobre el eje z. 
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En cambio, para puntos C y D del plano zy (ver figura 1.10), cos 8 = 0. O sea, 


Obsérvese que, para puntos C, D y P que equidistan del dipolo, 
Eeje NER Ep —9 
Eplano xy E Ec,D E 


cualquiera sea la distancia r. En un punto cualquiera, E siempre estía en el 
meridiano zr (simetría cilíndrica). 

Se obtiene una descripcion m's simple y mæ útil, expresando las compo- 
nentes del campo en un sistema esférico Er, Eo, Eọ (ver figura 1.11). 


Figura 1.11 Sistema de coordenadas esféricas para representar el campo de un dipolo eléctrico a lo 
largo del eje z. 


Si f, 0, ĝ son los vectores unitarios correspondientes, tenemos según la (1.17) 


2qa 
r= E P == 0 
ás Arepr? di 
Es = E. 0 = 1 senp (1.18) 
m — 4reorð l 
E= E.ĝ$=0 
Esto se deduce usando las relaciones 
a- = acos a-Ó=asen0 a-p=0 


Observemos que en (1.17) y (1.18) siempre aparecen juntas las cantidades q y 
a. Por lo tanto, el campo de un dipolo puntual estía totalmente descripto por 
el producto 

p=qa (1.19) 
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Esta cantidad, que juega un papel muy importante en el electromagnetismo, se 
llama vector momento dipolar del dipolo. La ecuación (1.17) y sus consecuencias 
se pueden escribir en términos de este vector característico del dipolo (p = p/p 
= eje del dipolo = eje z) de modo que 

P 


E = e [3 cos 0F — p| (1.20) 


y las (1.18) resultan 


2 
Er = EK 


ASA Eg = 
Árepr gay ? 


Ee sen O Eb =0 (1.21) 

La cantidad en el corchete en (1.20) es un vector que s'do depende de la 
colatitud 0 —es independiente de r y (p-. Esta es una propiedad importante 
del campo dipolar. Obsérvese en todo esto que el vector momento dipolar 
(1.19) representa exhaustivamente al dipolo puntual. En otras palabras, en el 
campo de un dipolo puntual nunca aparece la carga q o la distancia a la que se 
encuentran sus cargas, en forma aislada, sino siempre en la combinación (1.19). 
Este hecho da significado físico al momento dipolar. Muchas veces se presenta 
el momento dipolar eléctrico como un misterioso límite 


p= agu 
a—>0 

y el estudiante se rompe la cabeza pensando c“omo es posible materializar un 
sistema así. Lo importante, y relevante desde el punto de vista físico, es que 
el dipolo puntual es un sistema eléctrico de carga total nula, pero que no 
obstante tiene un campo eléctrico que obedece las relaciones (1.20) y (1.21), y 
que estía representado por la magnitud p (de dimensiones Cxm). En general, 
no necesitamos preocuparnos “por lo que hay en verdad dentro del sistema’ 
para describir su comportamiento. Por ejemplo, una molécula de amoníaco 
NH3, que es eléctricamente neutra, se comporta como un sistema de momento 
dipolar eléctrico, por cuanto lejos de la molécula en sí, hay un campo eléctrico 
que cumple con (1.20). Se puede entonces predecir todo el comportamiento 
electrost “atico del amoníaco, sin saber “de d'onde sale” el momento dipolar de 
cada molécula (¡un dipolo puede estar formado por muchas cargas! ). 

Veamos, para terminar con este ejemplo, cu'al es el sistema de fuerzas que 
actúa sobre un dipolo que se encuentra en un campo eléctrico Æ exterior 
uniforme (ver figura 1.12). Observamos que aparece un par de fuerzas fF yf, 
que son iguales si a = |AB| es suficientemente pequeño. O sea, la resultante 
sobre el dipolo es nula. El momento resultante respecto del origen O es 


M=0Bxf*+0Axf 
=qaxE=pxE (1.22) 


y) 
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Nuevamente, el dipolo puntual aparece representado por p, y no por q y a 
por separado. Deducimos entonces que sobre un dipolo puntual solo actúan 
cuplas en un campo eléctrico uniforme. Esto quiere decir, por ejemplo, que una 
molécula de NH3 giraría en un campo eléctrico exterior bajo la accion de la 
cupla (1.22), pero no sería acelerada traslacionalmente por fuerzas resultantes. 

De acuerdo con (1.22), la cupla so- 
bre un dipolo es nula si p || E, o sea si 
el dipolo está orientado en el mismo sen- 
tido que el campo. Esta es una posición 
de equilibrio estable, por cuanto la cu- 
pla M que aparece para una pequeña ro- 
tación 00 es restitutiva. Para pequeñas 
rotaciones alrededor de la posicion de 
equilibrio, el dipolo oscilaría en forma 
arm onica (M = pE0 = 1d%0/ dé”), con F 
frecuencia angular w° = pE / I." 


TE 


Hay que tener bien presente el signi- 
ficado de lo que es un dipolo puntual: la Figura 1.12 Fuerzas que actúan sobre un dipolo 
ql — z A g eléctrico en presencia de un campo ex- 
resultante f* + f sólo será desprecia- tenio P. 
ble si el campo eléctrico no varía apre- 
ciablemente entre A y B. Si el campo es fuertemente inhomogéneo, o sea, si 
varía mucho sobre distancias comparables con a, la resultante ya no será nula: 
el “dipolo” no se comporta más como dipolo puntual. Una molécula de N H3 en 
un campo eléctrico fuertemente inhomogéneo no se comporta como un dipolo 
puntual: sobre la molécula actuará una fuerza resultante, que la acelerará tras- 


lacionalmente (la condición matemática para que la resultante sea despreciable 
1 ðE 1 
eS E Ya < 3). 


1.5. Distribución de cargas 


En la física macrosc“opica practicamente no aparecen cargas puntuales en 
forma individual. Siempre se trabaja con cuerpos de extensión finita que llevan 
muchísimas cargas eléctricas puntuales, distribuidas sobre su superficie, o en su 
volumen. Un cuerpo metálico cargado eléctricamente es un cuerpo que tiene un 
exceso o un defecto de electrones en su superficie (el primer caso corresponder ía 
al cuerpo cargado negativamente). Una gotita de agua en una nube de tormenta 
eléctrica puede llevar un exceso de iones positivos. 


La interaccion electrost “atica entre cuerpos macrosc “opicos cargados eléctri- 
camente se puede describir fenomenol “ogicamente sin necesidad de conocer el 
proceso atómico, microscópico, que explica el porqué de su carga eléctrica. Para 


16 Mec “anica Elemental, sección 5.e. 


34 CAPÍTULO 1 


ello, basta introducir una magnitud física que describe en forma macroscópica 
la distribucion de cargas elementales (puntuales) en el cuerpo. Se trata de la 
densidad de carga. 


Sea un volumen lleno de muchísimas car- 
gas puntuales microsc “opicas. Consideremos 
f un elemento de volumen óV que sea muy pe- 
8V queño desde el punto de vista macrosc “opi- 
co, pero que aún contenga muchísimas cargas 
puntuales (ver figura 1.13). En esas condicio- 
nes la carga total contenida en ese elemento 
de volumen sería proporcional al mismo 


dq = J qi = póV 
Figura 1.13 Elemento de volumen ôV que i 
encierra cargas microscópicas. 


La constante de proporcionalidad que representa el cociente diferencial 


ôq 
=o 1.23 
p= (1.23) 
se denomina densidad de carga en volumen en el punto en cuestión. Esta es la 
magnitud que interesa para la descripcion macroscópica. 


Obsérvese que fy pdV = q es la carga total contenida en el volumen V. Si en 
la distribución de cargas microscópicas las hay positivas y negativas, la densidad 
de carga p s'odo daría cuenta de la diferencia de la suma de cargas positivas 
y negativas contenidas en cada elemento de volumen. En particular, p = 0 
no necesariamente implica ausencia de cargas microsc “opicas, sino meramente 
igual número de cargas elementales de ambos signos. Un conductor met alico 
descargado tiene unos 10% electrones libres en cada cm?, y sin embargo p = 0. 
Ello se debe a que, además, hay 10% ¡ones positivos en el mismo volumen. 


Si por ejemplo, queremos calcular el sistema de fuerzas que un campo 
eléctrico ejerce sobre un cuerpo que lleva cargas puntuales cuya densidad en 
cada punto es p(r), no es necesario conocer la fuerza sobre cada una de las 
cargas microsc “opicas, sino que sería suficiente conocer la fuerza ôf que actúa 
sobre cada uno de los elementos de volumen del cuerpo. Esta fuerza está dada 
por (1.15) si el elemento de volumen es suficientemente pequeño. Por lo tanto, 
teniendo en cuenta la relación (1.23), 


ôf = póVE 


En otras palabras, el conocimiento de la densidad de carga p en cada punto, nos 
permite expresar la densidad de fuerzas K que actúa sobre el cuerpo portador 
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de esas cargas de la siguiente manera: 


of 
K ==> = pE 
SV P. 
Las cargas elementales, cuya densidad es p, no necesitan estar en reposo. En ese 
caso, póV será la carga total promedio que hay en el elemento de volumen ôV; 


la misma puede ser constante (caso electrostático), aún si las cargas elementales 
están en movimiento. 


Ademas de la densidad de carga en volumen p, es necesario definir una 
densidad de carga superficial o, para los casos en que las cargas microscópicas 
están distribuidas sobre una superficie, 


me! 
Tas 


Nuevamente, en este cociente diferencial (que no es una derivada) el elemento de 
área 09 debe ser suficientemente pequeño desde el punto de vista macroscópico 
(para que valga la proporcionalidad entre la carga total ôg que hay sobre el 
elemento de “area, y ôS), pero no demasiado pequeño (para no entrar en el 
dominio microsc “opico, en el que se vuelve a destruir dicha proporcionalidad). 
El sistema de fuerzas que en un campo 
eléctrico actúa sobre un cuerpo cargado SE 
superficialmente (caso de un conductor) 
está dado por la densidad de fuerza super- 
ficial o tensión 


_0f _ 
PES 7A 


0 


(1.24) 


i . dq =plrdov' 
Finalmente, se puede definir una den- E 

sidad lineal de cargas eléctricas (carga por PA y 

unidad de longitud de arco), 


ôq Figura 1.14 Campo eléctrico producido por una 
ASe (1.25) distribuci on de cargas microsc “opicas. 


La densidad de fuerza (fuerza por unidad de longitud) que actúa sobre una 
línea cargada en un campo eléctrico será, en cada punto, 


LDF 
¿=y 5AE 


Con respecto al campo eléctrico producido por una distribucion de cargas 
microsc “opicas (figura 1.14), descripta en cada punto por la densidad p, basta 
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recordar que cada elemento de volumen ôV’ = dx'dy'dz' colocado en r’ contri- 
buir/a, de acuerdo a lo dicho para dos cargas puntuales (seccion 1.4), con un 
campo en el punto r de valor 


pr) rr, 
dE = 
¿reo |r — r'|’ 


Por lo discutido en la seccion 1.3, al campo eléctrico en P no le importa 


lo que pasa en detalle en el elemento diferencial ôV‘ ¡s“olo le interesa su carga 
total poV! Sumando sobre toda la distribuci “on, 


oArtMrr) , 
= 0V 
Y a r'|’ 


(1.26) 


que en el límite en el que todos los ôV’ — 0, se escribe!” 


NS de Pr T (1.27) 


ATEO Ir-r’ 


Esta es una igualdad vectorial, que en realidad implica tres integrales de volu- 
men, sobre las variables 1'y'2”, una para cada componente de E: 


E (a y z) — 1 I p(x, Y, 2 E zr’) dx dy dz 
me dy (a 4 (yy + (2 2) 
1 / pla, y, z My — y) 
CS CS a 
Exa a 2) a 1 | p(x, Y, 2z = z’) dedd 
mod (x= x)? (yy + (z - 2977 


Estas integrales son en general muy engorrosas de calcular. En caso de tener 
una distribución superficial, tendr íamos para el campo eléctrico producido por 


ella 
Peja (A Das (1.28) 


ATEO Ir — rf’ 


Ey(x,y,2) = dx'dy'dz 


17Indicaremos una integral triple sobre un volumen dado en la forma Sy dV, sobreen- 
tendiendo que el símbolo V indica el volumen en cuestion (definido en cada caso) y que 
dV = dz dy dz es el elemento de volumen en las coordenadas en cuestión (Mecánica Elemental, 
sección 5.b). 
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La integral se extiende sobre las coordenadas de la superficie S que lleva las 
cargas eléctricas de densidad ø. Para una distribución lineal, 


n= [EA dl (1.29) 


ATEO 


la integral se extiende sobre la línea cargada con densidad lineal A. 


1.6. Ejemplos de cálculo de campo por integración directa 


Veamos algunas aplicaciones de (1.28). Consideremos en primer lugar una 
esfera cargada superficialmente con densidad constante o (caso de un conductor 
esférico) y calculemos el campo eléctrico en su interior (ver figura 1.15). 


Figura 1.15  Anulaci“on del campo eléctrico en un punto P interior a una superficie esférica cargada con 
densidad constante o. 


Sea un punto interior P, y consideremos dos elementos ôS y ôS” interceptados 
por el mismo ángulo sólido. ** Las cargas sobre cada uno de estos elementos ôS 
y 0S' producirán campos dE y E respectivamente, mutuamente opuestos. Sus 


módulos serán 
o o 
ôE = 3 JE i 
Areor 


Arregr”? 


Sea Æ = 8S cos 0/7? el ángulo sólido subtendido por ôS, y 8 = 95'cos 0/r” el 
correspondiente a 95” Dado que por hipótesis Æ? = XY, y que 8 es el mismo para 


18E] “angulo s”olido corresponde numéricamente al “area interceptada en la esfera de radio 
unidad por el cono de vértice O y directriz definida por el contorno del elemento de superficie 
en cuestión. 
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los dos elementos, resulta que dE = dE”. Es fácil ver entonces que, agrupando en 
(1.28) los elementos de “area por pares opuestos interceptados por los mismos 
elementos de “angulo s”olido, el campo total en el interior de la esfera cargada 
superficialmente en forma homogénea es ¿dénticamente nulo. 


Esto lleva a un método experimental mæ preciso para verificar la Ley de 
Coulomb (y con ello, la validez de nuestras experiencias ideales). Efectivamente, 
bastará comprobar si el campo en el interior de una esfera con carga superficial 
constante es realmente nulo. Es facil verificar que si la ley (1.10) o (1.11) no 
fuese v'alida (por ej. si tuviese la forma f = qq/4reor”, con n Æ 2), el campo 
en el interior de esa esfera no sería idénticamente nulo. En la práctica se logra 
una distribuci“on homogénea de cargas sobre una superficie esférica cargando 
eléctricamente un conductor metalico esférico (veremos mæ adelante que la 
carga de un conductor en equilibrio siempre se reparte sobre su superficie). 


El otro ejemplo que estudiaremos es el de un disco circular de radio R 
cargado con densidad superficial constante. Calcularemos específicamente el 
campo eléctrico que produce el disco en los puntos del espacio a lo largo de un 
eje perpendicular al mismo y que pasa por su centro (eje z en la figura 1.16). 
Tomemos z = 0 en el plano del disco, y consideremos un punto que dista zo 
del plano z = 0, donde trazamos anillos concéntricos de radio x y espesor dx 
en la forma de la figura 1.16. 


Figura 1.16 Disco circular de radio R, cargado con densidad superficial constante. 
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El campo dE producido por el elemento ôS tendrá la dirección indicada en 


la figura y módulo 
dÓS o  rdrdo 


Ameorá  4me0 (r? + 29) 
Al considerar toda la contribución del anillo, sólo habrá que integrar la compo- 
nente del campo normal al disco (ya que las componentes paralelas se anulan 
para elementos de “area del anillo mutuamente opuestos). Por lo tanto, la con- 


tribución de todo el anillo será 
277 


¡9E] 


(1.30) 


AE, = o rdrcosó _ 2rm0r dr cos 
5 Jo Arco (rot) P = Eneo (r2 + z8) 


donde cos 0 = 2/y2* + r°, integrando sobre todos los anillos entre 0 y R, 


E oz [* r dr cil 1 
== Reo / UF Ze Ala VREE 
o z 0] E 

2e0 |z|  2eoy/R?+ 2? 
Nótese que ese valor absoluto de z en el denominador se debe a que, en realidad, 
es yz, que proviene del límite inferior de la integral. Es útil examinar la función 
Ep = Ep(2) desde el punto de vista físico. Para ello, en lugar de graficar (1.31) 
para todo z, analicemos su comportamiento en zonas o puntos notables, como 
ser z => œ y z >0. Es evidente que para z < R (el punto P aproxim ‘andose 
al disco cargado) o, lo que es lo mismo matemáticamente pero no físicamente, 
R œ z (el disco extendiéndose al infinito, o simplemente el caso de un plano 
infinito), el segundo término a la derecha tiende a cero, quedándonos 


(1.31) 


o z o. 

Ep(z) = A zae, (1.32) 
Muy cerca del disco cargado, el campo eléctrico es perpendicular e independiente 
de la distancia al mismo. Su direccion se invierte bruscamente al atravesar el 
disco (discontinuidad de la función, singularidad de su derivada). La otra región 
notable es z > R, o sea, la zona lejana en el eje del disco de radio R. Ahora 
conviene escribir la relación (1.31) en la forma 


o z 1 
~ 2eofz] p aa) 


En el límite, el paréntesis tiende a 1/2(R/z)? (desarrollar la raíz en serie 
de Taylor para R/z). La expresión que obtenemos, Ep = (2r R%0/4re0)2 ?, es 
el campo de una carga puntual q = 27. R%0 igual a la carga total, visto desde z, 
de lo que es ahora un diminuto disquito en el origen. 


Ep 
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Por último, volvamos a la ecuacion 
(1.31). El primer término representa el 
campo eléctrico uniforme de un plano in- 
finito cargado con densidad superficial 
o constante. Como la expresion total 
es el campo a lo largo del eje z de un 
disco circular de radio R, ¿qué significa- 
do tendría el último término Ea(z) 
(0/20 (2/WR?+ 22)? Dada la adición li- 
neal de las interacciones electrostáticas, es 
facil verificar que es el campo a lo largo 
del eje z de un plano infinito con un agu- 
jero circular de radio RI (ver Fig. 1.17). 
Es útil comparar los graficos correspon- 
dientes y notar que en este último caso, 
la discontinuidad arriba mencionada ha 
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Figura 1.17 Plano infinito cargado uniformemen- 
te, con un agujero circular. 


desaparecido: atravesando el agujero se pasa continuamente de un campo uni- 
forme en z >> 0 a uno de sentido opuesto para z << 0. 


ôE 
Z 
A 
A 
50 / 
TA 
ri , 
7 i 
n — 4- 
~ / i 
ôS Fi f „ôo [e 
ór” r lO y 
7 y j O 
e E d N 
ôS £ 4 F a 
á rior y 


Figura 1.18 —Contribuci“on al campo en el eje z de dos ele- 
mentos de superficie cargada, dentro de un 


mismo elemento de ángulo s”olido $0%p. 


Sorprende el hecho de que el 
campo de un plano infinito cargado 
no dependa de z, o sea, del punto 
en el espacio. Uno estía tentado a 
pensar: a medida que nos alejamos 
del plano nos alejamos de todos sus 
puntos a la vez —entonces cada car- 
ga elemental del plano deber ía man- 
dar una contribución menor, y con 
ello, jel campo total debería ser una 
función decreciente de 2! 


El “chiste” estía en lo siguien- 
te: es absolutamente cierto que la 
contribución de una carga eléctrica 
vóS en cualquier punto del plano 
cargado decrece a medida que nos 
alejamos de él a lo largo del eje z 
(ver figura 1.18, en la que alejamos 
el plano de O a O”), pero lo que cuen- 
ta es la contribucion de las cargas 
interceptadas por un mismo ángulo 
sólido. 
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La relacion (1.30) se puede reescribir en la forma 


o A A 
Areo (r° +20)  4reo 


Matem “aticamente, vemos que la variable z ha desaparecido y por lo tanto el 
campo no depende de la distancia. Físicamente, cuanto mæ nos alejamos del 
plano, la disminución coulombiana del campo eléctrico es compensada exacta- 
mente por el aumento de las cargas superficiales contribuyentes interceptadas 
por el ángulo sólido en cuesti“on. 

Nuevamente, esto último solbo va- 


le para una ley de Coulomb (1.10) o t4 44E 

(1.11). En resumen, el campo de un 

plano infinito cargado positivamente 

es homogéneo (constante) y de direc- +0 

d'on normal al plano. Su sentido (in- / j | } 

dicado en la figura 1.19) y magnitud 

están dados por la ecuación (1.32). Figura 1.19 Campo E generado por un plano con den- 


. sidad de carga +0. 
Consideremos ahora dos planos 5 


paralelos que llevan densidades de cargas opuestas. Obtenemos la configu- 
ración de la figura 1.20. 


cr PERE: ea 
TET TE 


Figura 1.20 Superposici“on de dos campos generados por dos planos paralelos con densidades de carga 
opuestas. 


El campo es nulo afuera del espacio comprendido por los planos, por cuanto 
allí las contribuciones +0/280 y —=0/280 que envía cada plano se anulan mu- 
tuamente. En la region entre los planos cargados las contribuciones se suman 
en m'odulo (ver figura 1.20), y allí el campo vale 


O 
B== 1. 
E0 ( 33) 
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En la práctica, un sistema así se obtiene colocando a dos conductores planos 
que llevan cargas opuestas muy cerca uno frente al otro (capacitor plano). El 
campo entre los dos conductores es homogéneo y su valor está dado por (1.33). 
Esta es una forma practica para obtener campos eléctricos homogéneos. 

Por supuesto que en la realidad no es posible disponer de conductores 
planos infinitos, por lo tanto, el campo no sería homogéneo en la zona de los 
bordes, pero cuanto menor sea la distancia entre los planos, tanto menor sería 
esa influencia perturbante. 


Si ahora los dos planos infinitos llevan cargas superficiales iguales y del 
mismo signo, es facil ver que en lugar de obtener un “sandwich” de campo 
homogéneo (parte derecha de la figura 1.20), obtendremos campos homogéneos 
mutuamente opuestos fuera de los planos, con ausencia de campo entre los 
mismos. 


Obsérvese que la tensión electrostática (1.24) sobre planos cargados vale 


2 
o 


T= — 
2e0 
y la fuerza resultante que actúa sobre una porcion de superficie S de uno de 


los planos cargados resulta E 


ej 
F= — sS 
2£0 
Esto permite llevar a cabo en forma practica la medicion absoluta de fuerzas 
electrostáticas, y con ello, la de cargas eléctricas y de la constante £o. 


Cuando las cargas son opuestas como en la figura 1.20, la tensión o fuerza 
está dirigida hacia dentro del sistema, o sea, tiende a reunir los planos cargados; 
en el caso de cargas del mismo signo tiende a alejarlos mutuamente. *? 

Las expresiones (1.27) a (1.29) en general son poco pr”acticas para la reso- 
lución de problemas electrostáticos. En la sección 1.9 encontraremos relaciones 
integrales de validez completamente general para el campo eléctrico que son 
mæ útiles, especialmente cuando se trata de problemas con simetrías dadas 
por la geometría de las distribuciones de carga. 


1.7. El potencial electrostático 


Consideremos nuevamente el campo (1.10) de una carga puntual q y calcu- 
lemos el trabajo Waz que realiza la fuerza electrost “atica que actúa sobre una 


19Una pregunta interesante con respecto a este último caso es: dado que el campo entre 
las dos placas infinitas es absolutamente cero, ¿cíomo sabe la placa de arriba que hay una 
abajo cuyo campo la “empuja” hacia arriba? ¿Accion a distancia? Volveremos a un caso 
similar en la sección 3.12. 
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carga q' que se desplaza lentamente sobre una curva entre los puntos A y B, 
como se muestra en la figura 1.21. 


Figura 1.21 Carga q' desplazándose sobre una curva entre los puntos A y B en el campo creado por q. 
/ 
Was =/ f de =q | E-dl 
AB AB 


donde el producto escalar E - d£ vale, de acuerdo a (1.10), 
E . dl = E dl cos 0 = —2 dl cos0 
Arregr 


Observando el dibujo de la figura 1.21, dł cos 0 = dr (variación del m'odulo de 
r), entonces, 


i da [dr da (1 i 
Wan =4 f E- de= f z= (1.34) 
AB Areo Ja r meo \TB TA 


Este resultado nos muestra que el trabajo de la fuerza eléctrica es independiente 

del camino seguido, dado que depende solamente de las posiciones inicial y final. 
e : : . Ea . 0 

Esto quiere decir que las interacciones electrost “aticas son conservativas”. 


Según (1.34), y de acuerdo a lo visto en Mecánica, la cantidad qq/4reor es la 
energía potencial de la carga q'en el punto r del campo generado por la carga q 
(a menos de una constante aditiva). Vemos que esta energía potencial depende 
de la carga q. En electrost “atica se introduce una magnitud independiente de 
la carga de prueba g en cuestion, que s'do dependa del campo en el que esta 
se halla. Esta magnitud se obtiene a partir de la integral Í Ap E d£, que para 
una carga puntual es 


1 1 
E. dl =-2 ( ) 
AB Ámeo (rB TA 
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Esto se puede expresar en la forma general, 


E -dl = — (Vg — Va) (1.35) 
AB 


en la cual, para un punto genérico podemos expresar 


Virj = LE +C (1.36) 


Areor 


La función escalar V(r), cuya diferencia da el valor de la integral curvilínea 
del campo electrostático entre dos puntos cualesquiera, se denomina potencial 
electrostático de una carga fuente q puntual. No debe confundirse con la energía 
potencial Upot de una carga de prueba q, la cual estía relacionada con V en la 
forma 


Upot = q'V (r) (1.37) 


Observemos que en (1.36) la constante arbitraria C es el potencial en el infinito 
(r = œ): C = V(o00). Muchas veces es conveniente considerar C = V (o0) = 0. 
Recuérdese que lo que está definido unívocamente según (1.35) es la diferencia 
de potencial. Si la carga puntual cuya funcion potencial es V(r) no estía en el 
origen, sino en el punto ro el potencial en el punto r será 


A E 


4reo|r — ro] ! 


Esto significa, en forma explícita, 


1 q 
V(x, y, z) = C 1.38 
(na) = Tre YE- + (y — yo)" + (2 — 20)” = 


Si en lugar de tener una sola carga, tenemos muchas cargas puntuales qk, 
situadas en puntos rx, el potencial del campo resultante sería, de acuerdo al 
principio de superposición (1.14) y, teniendo en cuenta (1.38) 


1 qk 
= > 1. 
Kr Areo E |r — r| L nd 


Para una distribucion de cargas de densidad p(r) obtenemos 


oae 1 E) ga (1.40) 
4reo Jy |r — r'| 


que en términos de zx, y, z se escribe 
plo, y, 2) de dy de 


1 
Víz, y, z) = —— | =la 
pad mah Ye aty yP e Y 
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En todas estas relaciones es posible hacer C = V (00) = 0 siempre y cuando 
no haya cargas en el infinito (como cuando se tiene un plano infinito cargado, 
página 40). 

Es facil comprobar que las ecuaciones (1.35) y (1.37) tienen validez com- 
pletamente general para todos estos casos. Esta última siempre representa la 
energía potencial de una carga puntual q'en el punto r de un campo elec- 
trost “atico en el que el potencial es V. Por ello (1.37) representa el trabajo 
que realizan las fuerzas electrost “aticas sobre una carga cuando esta se aleja 
desde el punto en cuestión hasta el infinito, o también, el trabajo que tiene que 
realizar una fuerza exterior cuando se trae la carga desde el infinito hasta una 
posicion dada (por supuesto que en esto se supone que no interviene energía 
cinética alguna, lo que significa que los desplazamientos se realizan a velocidad 
constante, o mejor, a velocidad tendiente a cero, para no salir del dominio elec- 
trostático). La función V (x, y, 2) se denomina en general, potencial escalar del 
campo electromagnético. 


Las dimensiones del potencial V en el Sistema Internacional, de acuerdo a 
(1.37), son 
joule 
V| = ——— = volt 1.41 
[v] coulomb qe ) 
En base al volt V se define la unidad practica de campo, que de acuerdo a 
(1.35) es 
lt V 
E. Hs E (1.42) 
metro m 


La ecuación (1.37) permite definir una unidad de energía muy usada en física 
at“omica y nuclear, el electr “on-volt? eV. Si un electr“on recorre una diferencia 
de potencial de 1 volt, de acuerdo a (1.35) y (1.37), su energía varía en 


AE =16.10 C.1V =1,6.10%J = 1eV 


Esta unidad de energía resulta muy conveniente cuando se trabaja con part ícu- 
las elementales aceleradas en campos eléctricos. 

El gran valor de la función potencial reside en el hecho de que esta (única) 
función escalar determina unívocamente el campo electrostático (1.33) (descrip- 
tas por tres funciones Ez, Ey y Ez). En otras palabras, podemos describir el 
ente vectorial E = E(r) con una única funcion escalar V = V(r). Efectiva- 
mente, vamos a mostrar que las componentes de E se obtienen a partir de la 
función V = V (x,y,z) mediante la receta 


Wiz) __Winyz) ¿__ 042) 
Ox aa Oy aa Oz 
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Para ello expresemos la integral curvilínea f4p E -d£ en la forma 


AB AB 


Aquí dx, dy, dz son las componentes del vector d£, elemento de arco de la curva 
sobre la que se integra. Entonces, según (1.43), 


oV oV oV 
mac f (Zitat Ka] 


El integrando de la derecha es, por el desarrollo de Taylor de una funci'on de 
tres variables, 


ƏV ƏV oV 
dz 4 dy + dz = dV 
Ox ü Oy d oz 
donde dV es la variación del potencial al pasar del punto r al punto r +d£. O 
sea, 


E.de=- | dv =-(Vs — Va) 
A 


AB B 


con lo que se verifica (1.35) que es nuestra definicion original de la funci'on 
potencial. 


Cuando a partir de una función escalar P(x, y, z) se fabrica un vector F en 
la forma 
_ 00 
OL 


_ 98 
mE 


09 


Fx = ES 
Oz 


Fy F: 


se lo denomina vector gradiente de la funcion escalar (por supuesto que hay 
que demostrar que estas derivadas parciales realmente tienen las propiedades 
de componentes de un vector). Esta operación diferencial en el análisis vectorial 
se indica simb “olicamente en la forma F = VO, en la que se ha introducido el 
operador diferencial V (nabla), de componentes 


0 0 0 
E 1.44 
ye (ar 53) e 


De esta manera podemos expresar el campo eléctrico en función del potencial 
en la forma 


E=-VV (1.45) 


22Por ello dx, dy, dz no son independientes entre sí, sino que guardan la relación dada por 
las ecuaciones de la curva dz/t, = dy/t,, = dz/t,, en la que t+, ty, tz, son funciones que dan 
la dirección y el sentido de la tangente a la curva en todo punto. 
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que es una expresión simb”olica de las relaciones (1.43). 


Dada una distribución de cargas p, bastará ahora hacer una sola integral (la 
correspondiente al potencial (1.40)), y hallar las tres componentes del campo 
derivando como lo receta la fórmula (1.43). Por ello, el problema electrostático 
se limita a determinar la función potencial para una dada distribución de cargas: 
el potencial electrost “atico pasa a ser la funci“on clave de la resolucion. practica 
de problemas electrostáticos. 


1.8. Descripción geométrica del campo con superficies equipotenciales 


Consideremos nuevamente una carga puntual en el origen. El potencial 
estará dado por (1.36) en donde podemos hacer C = 0. Verifiquemos en primer 
lugar la relación (1.45) para la componente Ex, 


pE ov ð q E qu 
: Ox Ox l4reoy 2? + y? + 2? Arreola? + y? + 22]? 


Obtenemos expresiones equivalentes para Ey y Ez. Vemos que estas no son 
otra cosa que las componentes de (1.10). 

Observemos que en (1.36) todos los puntos r = cte. (esferas concéntricas) 
estían al mismo potencial. En general, una superficie V(x, y, 2) = cte. es una 
superficie equipotencial. Su trazado tiene utilidad practica para muchos casos. 


El campo eléctrico es siempre per- ; 
pendicular a la superficie equipoten- V=cte, 
cial, dado que para cualquier curva 
sobre esta se cumple que f E-dl = 0, 
lo cual sólo se consigue si E es perpen- 
dicular a cualquier elemento de arco 
d£ perteneciente a la superficie (es de- 
cir, no cuesta trabajo desplazar una 
carga sobre una superficie equipoten- 
cial). Adicionalmente, dadas dos su- 
perficies equipotenciales vecinas (co- Figura 1.22 a iS gene- 
rrespondientes a valores constantes de 
potencial muy proximos entre sí, ver figura 1.22), el campo sería mæ intenso 
en aquella zona en que las superficies se acercan más entre sí. 


V+ôV 


Eligiendo la normal A como eje z, se ve fácilmente que 


oV 
E| = |B = | 
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Es decir, |El es inversamente proporcional a la distancia dz entre las dos 
superficies. El sentido de E va siempre de la superficie de mayor potencial a 
la de menor potencial. Dibujando entonces una familia de equipotenciales es 
posible obtener una imagen gráfica simple (ver figura 1.23) que da información 
sobre dirección, sentido y módulo del campo eléctrico. Para una carga puntual 
la familia de equipotenciales es una familia de esferas. Habiendo elegido Va = 
C = 0, no existe ninguna superficie para valores negativos de V. 


/ SS es 
-< i q $ i i i 4 V+ ôV 
I 
y L 


Figura 1.23 Familia de esferas equipotenciales alrededor de una carga puntual. 


Dos cargas iguales 


El siguiente ejemplo sería el correspondiente a las dos cargas iguales de la 
sección 1.4. De acuerdo a (1.39) y tomando Č = 0, el potencial será 


>: q 1 | 1 
apo) 


q 1 1 


—ÁrrEO y 12 + y? + (2 +a/2) | y 1? +y? + (z — a/2)? 


Las superficies V = cte. en general son superficies complicadas de la forma 
esquematizada en la figura 1.24. Nuevamente, no existen superficies para valores 
negativos de V. N'otese la separatriz (línea en forma de 8) que contiene un 
punto singular en el que el campo Æ es cero (punto donde las dos fuerzas sobre 
una carga de prueba se anulan mutuamente). 
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, É F Y y / j f 
| > ME=0 1 4 


A 
a 


` \ | l 1 | | j J 
1 j fi f 2 I 
on a AM / b / 
AU E , 1 to, Í 
\ =~” 7 , 7 / 
LENA) 
a E > / 7 
Tan f 


S A Za y V=cte 


Figura 1.24 Superficies equipotenciales en el entorno de dos cargas iguales. 
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Examinemos el potencial en un punto lejano (r > a). En ese caso, es fácil 
verificar que V = 2q/4reor, es decir, las equipotenciales se transforman en 
esferas (ver figura 1.25). En un punto lejano, el potencial no responde bien al 
detalle que hay en el origen: se comporta como el potencial de una única carga 


puntual de valor igual a la carga total. 


e. esferas 


Figura 1.25 Superficies equipotenciales lejanas a dos cargas iguales. 
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Dipolo 


El último ejemplo es nuevamente el del dipolo (ver figura 1.26). 


po + | 
4 B 1 ® 
a A 
AT E 
Ly i ; EN 
$ V<0 
A N XF 
E de SS .-( | E O E ; 
Figura 1.26 Dipolo eléctrico. Figura 1.27 Superficies equipotenciales para un 


dipolo en su entorno cercano. 


El potencial será ahora 


7 y UE SEEN E. 
0 (> 01) 


s q 
ATEO 


1 1 
tl) ys > 


Obsérvese que hay una superficie V = 0 en el plano z = 0. Las equipotenciales 
tienen el aspecto de la figura 1.27. Aquí existen superficies que corresponden a 
valores negativos de V (las que envuelven a la carga negativa). 

Examinemos ahora qué sucede con un dipolo puntual (a < r). En la 


expresi“on anterior podremos introducir aproximaciones similares a las usadas 
en (1.16), 


E ea 


~ r (i l COS 9) — (1 — > Cos 0)| 


teniendo en cuenta la ecuación (1.19), y notando que pcos 0/1? se puede expre- 
sar vectorialmente en la forma 


pcos 0 r 
m S PA 
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donde 0 es el “angulo que forma p con r; observamos que el potencial elec- 
trostático de un dipolo puntual decrece como 1/ r’ (es decir, más rápidamente 
que el potencial de una carga puntual), y vale 


p r 
m 4reo r? (e 


S . . an ES , 2 _ pcos0 
Las superficies equipotenciales V = Vo = cte. estían dadas por r^ = ire V? 


y tienen el aspecto que se presenta en la figura 1.28. 


cte<0 


Figura 1.28 Superficies equipotenciales para un dipolo puntual. 


Es facil comprobar que aplicando la operacion (1.45) a (1.46), volvemos a 
obtener la expresion (1.17). Todo sistema de carga total nula, cuyo potencial 
obedece la ley (1.46), se puede definir como un dipolo puntual. Esto sirve para 
definir fenomenol “ogicamente al momento dipolar p en forma particularmente 
simple, especialmente importante para el estudio del comportamiento de la 
materia en presencia de un campo eléctrico (como se ve en la sección 1.21). Allí 
se presentara evidencia experimental para afirmar que cada molécula (de un 
dieléctrico) contribuye con un potencial del tipo (1.46). La constante (vectorial) 
de proporcionalidad p es el momento dipolar de la molécula. ¡Pero ello no 
quiere decir que una molécula sea realmente un sistema de dos cargas +q 
y —q, situadas a una distancia A, tal que qa = p! Debido al principio de 
superposicion es f'acil ver que el momento dipolar es una magnitud aditiva: 
muchos dipolos puntuales (muchas moléculas) de momentos dipolares pp se 
comportan, vistos desde lejos, como un único dipolo de momento p = >; Pk- 
Más adelante veremos la importancia de este comportamiento. 
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1.9. Propiedades integrales y diferenciales del campo electrostático 


Al finalizar la seccion 1.6, hemos dicho que las relaciones integrales (1.27) 
o (1.40) son poco prácticas para calcular el campo o el potencial de una dada 
distribución de cargas. Vamos a establecer ahora dos relaciones que son extre- 
madamente útiles para la resolución de problemas electrostáticos, especialmente 
en casos donde la distribución de carga tiene cierta simetría, y además especial 
significado físico. 

La primera relacion la deducimos 
directamente de (1.35). Según esta ex- 
presion, la integral de E sobre una 
curva cerrada, llamada la circulación 
del vector E, sería 


f B-de=0 (1.47) 


Esta es la primera propiedad inte- 
gral del campo electrost “atico. Expre- 
sa el hecho físico de que el campo 
electrost “atico es conservativo (no se 
puede extraer energía del campo elec- 
trost “atico mediante un proceso que 
recorre un ciclo cerrado). Obsérvese 
bien que la ecuación (1.47) indica que 
la circulacion es nula para cualquier 
Figura 1.29 Ángulo s'olido subtendido por el elemento camino cerrado por complicado que 
de superficie ôS. este fuese. 

Para deducir la segunda propiedad integral, volvamos al ejemplo de una 
sola carga puntual. Sea un elemento de “area ôS, de normal ñÁ situado en un 
punto dado por el radio vector r (trazado desde la carga q) y Q el “angulo 
solido subtendido por el elemento de superficie ôS desde O (ver figura 1.29). 
Calculemos la cantidad E- ôS, llamada flujo del vector E a través del elemento 


de superficie ôS = À ôS 


8S cos 0 
E- ôS = |E] |85| cos 0 = 22232 
Áreo r 


Pero ôS cos 0 = 0Sn, “area de la sección normal del cono en r, entonces, 
AS cosh Sn 080 


r2 r2 12 


90 
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3 | | 


donde 050 es el área interceptada en la 
esfera de radio unidad. En resumen, 


E-.58=-L 50 (1.48) 
4TE0 


Este flujo debe tomarse con signo 
negativo si E y ñ forman un “angulo 
mayor a 90°. Esto dependería tanto 
del signo de q (que fija el sentido de 
E respecto de r), como del sentido (en q 
sí arbitrario) asignado a la normal ñ. 


Figura 1.30 Superficie finita arbitraria dividida en 


Sea ahora una superficie finita nichos elementas de rea. 


cualquiera, como la que se observa en 

la figura 1.30. Si la dividimos en muchos elementos de área, cada uno de normal 
ñ y área ôS, el flujo total del campo eléctrico a través de S será evidentemente 
la suma de (1.48) sobre todos los elementos del área 


q q q 
E.dS = > 90 00 Q 1.49 


ÁTEO ÁTEO ÁTEO 


donde Q es el ángulo solido subtendido por el contorno de la superficie S. 


SIA 


contorno 
Figura 1.31 El elemento de ángulo s”olido 4(2' intercepta a la superficie más de una vez. 


Debe observarse que si un dado elemento de “angulo s'olido intercepta la 
superficie dos veces (o en general un número par de veces) como se ve en el 
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XY de la figura 1.31, las contribuciones de los dos flujos Ei - 981 y Ez - 08» se 
anulan mutuamente, dada la relacion (1.48), 


—_ d 
El - ôSı = a e (cos 0 < 0) 
E>-6S2= +50 (ver figura 1.31!) 
4TE0 


Si el elemento de ángulo sólido elemental intercepta la superficie una sola vez, 
como el & (o un número impar de veces) la contribución será directamente la 
dada por (1.48). 


q? 


Figura 1.32 Caso de una superficie cerrada con una carga puntual fuera de ella, y una carga interna, 
respectivamente. 


Si la superficie es cerrada (ver figura 1.32), y la carga es exterior a la misma, 
cualquier elemento de ángulo sólido la atraviesa dos veces (o un número par de 
veces). Por lo tanto, si $ indica la integral sobre una superficie cerrada, PE - 
dS = 0 cuando la superficie no contiene a la carga en cuestion. Si en cambio, 
la superficie encierra a la carga q, cada elemento de ángulo sólido cortará a la 
misma una vez (o un número impar de veces). Entonces en (1.49) figuraría la 
suma de todos los elementos de ángulo sólido posibles, que evidentemente vale 
47, es decir, 


dE AS (1.50) 
y E0 


Debe tenerse especial cuidado con los signos: si la carga q es positiva, y la 
normal a la superficie cerrada es exterior, el flujo dado por (1.50) será positivo. 
Si la carga es negativa, el flujo sería negativo, para el sentido de la normal 
dirigido hacia el exterior de la superficie. Si modificamos nuestra convencion 


au 
al 
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sobre la normal (tomando normal interior), todo lo antedicho se invierte. Para 
evitar confusiones, de ahora en adelante convenimos en tomar siempre normales 
exteriores a las superficies cerradas.” En ese caso, (1.50) es una igualdad en 
la que q se debe tomar con su signo. 

Observemos que en la ecuación (1.50) no interviene la posición de la carga 
encerrada. Es f'acil generalizar los resultados obtenidos aquí para el caso de 
muchas cargas puntuales, teniendo en cuenta el principio de superposici“on de 
las interacciones electrost “aticas. De esta forma (1.50) se convierte en 


1 1 

dE dS T 2 z encerrada (1.51) 
es decir, el flujo del campo eléctrico a través de una superficie cerrada cualquiera 
(y tomando normal exterior) es proporcional a la carga total (con su signo) 
encerrada por esa superficie, sin importar la posiciíon exacta de cada una de 
las cargas individuales que la componen. Esta es la segunda propiedad integral 
del campo electrost “atico. La ecuaci“on (1.51) expresa el hecho físico de que 
las interacciones electrost “aticas obedecen a la Ley de Coulomb (1.10); suele 
denominarse la Ley de Gauss. 


Si en lugar de cargas puntuales tuviéramos una distribucion de cargas en 
volumen debemos expresar (1.51) en la forma 


f E as=} f pav (1.52) 
y E0 JV 


donde V es el volumen encerrado por la superficie cerrada X. Las propiedades 
integrales del campo electrost “atico (1.47) y (1.51) o (1.52) también tienen un 
importante significado matematico: en analisis vectorial se demuestra que un 
campo vectorial como el E es'a unívocamente definido si se conocen su circu- 
laci“on y su flujo para cualquier curva y superficies cerradas, respectivamente; 
en otras palabras, (1.47) y (1.51) definen unívocamente el campo electrostático. 

Vemos que haber aguantado hasta aquí la presencia del factor 4r nos libera 


ahora de él: la Ley de Gauss se expresa en el S.I. de unidades sin necesidad de 
otro factor más que el 1/20. 


23Lo siguientees aburrido, pero importante por cuanto frecuentemente se presta a confusión. 
Se trata de la cuestion del sentido de las normales a superficies intervinientes. En general, 
cuando no se dice nada, el sentido es arbitrario, a gusto del lector. Por ejemplo, si decimos 
“sea el flujo de E a través del elemento de superficie AAS” , estamos en libertad de tomar la 
dirección del versor Ĥ que queramos. Pero cuando especificamos que se trata de un elemento 
de superficie cerrada, debemos someternos a la convencion mencionada arriba, de que la 
normal sea exterior. M'ass adelante en magnetismo encontraremos otra ocasion en que la 
normal es prescripta por convención (ver sección 3.4). 
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Las propiedades integrales se pueden convertir en propiedades diferenciales 
locales, haciendo tender a cero tanto la curva cerrada involucrada en la relación 
(1.47), como la superficie cerrada en (1.51), es decir, achicarlas hasta que me- 
ramente encierren un punto dado r de coordenadas x,y,z. En lugar de gastar 
valioso papel, les creeremos a los matemáticos cuando nos aseguran que se llega 
respectivamente a las siguientes relaciones diferenciales para las componentes 
del vector campo electrostático B: 


Trs- (1.53) 
E0 


VxE=0 (1.54) 


en las que V (nabla) es el operador vectorial 0/0x , 0/0y , 0/0z, relaci“on 
(1.44), de manera que V - E = 0E,/0x +0E,/0y +0E./0z, y que por ejemplo 
para la componente y de (1.54) V x El, = 0E,/0z — 0E./0x. Los productos 
V. y Vx son las operaciones del an'“alisis vectorial divergencia y rotor, res- 
pectivamente. Las ecuaciones precedentes son las ecuaciones de Maxwell de la 
electrostática. 


Otro hecho muy importante que nos aseguran los matemáticos es que cuando 
se conocen las funciones divergencia y rotor de un campo vectorial (llamadas, 
respectivamente, fuentes y torbellinos), este campo está definido unívocamente. 
Esto es fácil verlo en el caso presente del campo electrostático (relaciones (1.53) 
y (1.54)). La ecuación (1.54) nos dice que E siempre va a ser el gradiente de una 
función escalar (nótese que el operador V - Vx = 0). Escribiendo E = —VV , 


por la (1.53) tendremos 
Y. e (1.55) 
E0 
Esta ecuacion diferencial de segundo orden, conocida como ecuacion de 
Poisson, se puede integrar y así resolver el problema del campo electrost “atico 
(resolver las ecuaciones de Maxwell pertinentes al caso). Dada la función p(r) 
en todo el espacio (es decir, conocidas todas las cargas fuentes), la solución de 
(1.55) ya la conocemos: es la expresion integral (1.40) (de la que la (1.55) fue 
deducida). Pero encontraremos situaciones en las que los valores del potencial 
en ciertas superficies (de los conductores) son dados a priori. En esos casos se 
debe integrar la ecuación diferencial bajo dadas condiciones de contorno. 


Esta breve presentacion de las propiedades diferenciales del campo elec- 
trostático la hemos ofrecido sólo para completar el cuadro general conceptual de 
la electrostática, y como preview de un curso de electrodinámica. Las propieda- 
des integrales del campo electrostático (1.47) y (1.51), y expresiones integrales 
como las (1.27) y (1.40), junto con la (1.35), conectan cuantitativamente “lo 


24Perdón matemáticos, por todo esto—¡pero este es un libro de física! 
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que pasa acía” (accion o sistema de fuerzas sobre una distribucion de cargas 
de prueba en una region dada) con “lo que etía pasando all“a” (todas las car- 
gas fuentes existentes). Esto a veces se denomina un punto de vista no-local 
en Fundamentaci'on de la Física. En otras palabras: las expresiones integrales 
sirven para describir cuantitativamente las ¿interacciones a distancia entre car- 
gas eléctricas en estado estatico (equilibrio que debe ser provisto por fuerzas 
externas no eléctricas) —el campo y su potencial juegan un rol matematico 
auxiliar; el énfasis estía en la interacci“on cargas—cargas. Muy distinto es el 
punto de vista que se adopta en la interpretacion de las propiedades diferen- 
ciales del campo (ecuaciones de Maxwell —ver sistema completo en el Capítulo 
3-): las ecuaciones pertinentes relacionan las fuentes locales con variaciones 
locales del campo. En otras palabras, el énfasis está en la interacción local entre 
carga>campo y campo—>carga. Pero mucho cuidado: para determinar el cam- 
po (no sólo sus variaciones), no habrá más remedio que integrar las ecuaciones 
diferenciales resultantes -las (1.27) y (1.40) son precisamente sus soluciones 
para una distribucion de cargas estacionarias—. Es un error frecuentemente 
cometido pensar que “el campo ac'a” estía determinado por “sus fuentes aca”! 
En ningún momento el experimentador u observador se puede librar del resto 
de las cargas eléctricas y echarle la culpa de todo al campo: las necesita no sólo 
para generar el campo en cuestión, sino también para explorar sus propiedades 
(ver ejemplo dado en la nota al pié de la p“agina 42). Esto vale tanto para el 
caso est “atico como para el dinámico (ver sección 3.12). 


1.10. Aplicaciones de la Ley de Gauss 


Volvamos a las propiedades integrales y veamos unas aplicaciones. La rela- 
don (1.52) es muy útil para resolver problemas que presentan simetrías. Sea 
una esfera de radio R homogéneamente cargada con una densidad p y conside- 
remos una superficie esférica concéntrica de radio r > R (ver figura 1.33). 
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Figura 1.33 Superficies de Gauss concéntricas de radios r > R (izquierda) y r < R (derecha). 
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Por razones de simetría, el campo s'do puede ser normal a la misma (si no 
lo fuera ¿quién nos daría el sentido de la componente tangencial?), e igual en 
todos los puntos (si no lo fuera ¿quién nos daría la posición de los m'aximos y 
mínimos?). Tomando el flujo a través de la esfera en cuestion, y teniendo en 
cuenta que E || A, la integral (1.52) se convierte simplemente en 


o E -dS = 4r? E = S 
5) E0 
es decir, l 
dtotal 
E = 
(r) Arneo r? 


esto nos indica que respecto de todo punto exterior la esfera se comporta como 
si fuera una carga puntual de valor qtota = fy p dV = 4rp/3R?. 

Para hallar el campo en el interior de la esfera homogéneamente cargada, 
debemos trazar nuestra esfera auxiliar con radio r < R (ver figura 1.33 derecha). 
En ese caso, 


$ Peds zdr Ea En 
y E0 


Ahora bien, Qin+ es la carga encerrada en el interior de la esfera de radio r, 
Ar 3 
Qint = -rp 
3 


Entonces queda para Æ: 


otal Y 
E(r) = Pp 3 
3E0 4reo R 
La fuerza que actuaría sobre una carga puntual negativa q que se encuentra 
dentro de una esfera homogéneamente cargada positivamente será entonces, de 
acuerdo a (1.4), 


la] |gtotal] 
= E = = 
f q 4rego R? g 


esto es una fuerza atractiva del tipo el astico.2? Esto nos muestra cualitativa- 

mente como un modelo eléctrico puede proporcionar una interaccion del tipo 
Logo 26 

elástica. 


25 Mec “anica Elemental, fórmula (3.17). 

26 Había una época en que se creía que los átomos estaban formados por un núcleo de carga 
positiva homogéneamente esparcida, y de electrones puntuales en su interior. Según lo visto 
arriba, si un único electrón se mueve dentro del átomo estaría sujeto a una fuerza elástica y 
debería poder oscilar con movimiento armónico de frecuencia (Mecánica Elemental, sección 


3.8.) 
v= 1 = =s 1 LA ldnúcieol 
2r \ Mm, 27 Ame R3 


kr 
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El otro ejemplo será el de un cilindro circular de longitud infinita y radio R 
cargado superficialmente con densidad ø. Por razones de simetría el campo de- 
berá ser perpendicular a toda la superficie cilíndrica concéntrica de radio r > R. 


A 


Figura 1.34 Cilindro de altura infinita con carga superficial ø. Se observa también, una superficie gaussiana 
2 en lineas de trazos. 


Considerando la superficie cerrada © formada por una porción de altura h 


de ese cilindro con las bases circulares superior e inferior (ver figura 1.34, en la 
que E L ñ, o sea E -dS = 0), resulta que 


$ E-ds z EXE + feas $ f Eas 
dy 


sup. base base 
lateral inferior superior 
(int 
= |E-.dS= Elrrh= (1.56) 
E0 
sup. 
lateral 
Para |qaúcleo] = Metectron! = 1,6 .107*9% C y RS 1078 cm, se obtienen las frecuencias ópticas 


en que aparecen las líneas espectrales. Por ello se crey'o que este modelo del “atomo (“atomo 
de Thompson) podría dar cuenta de los fen“omenos espectrales. Este modelo tuvo que ser 
abandonado cuando Rutherford demostro, estudiando la dispersion de partículas «+, que la 
carga positiva de un átomo esta concentrada en una región del orden de 10-13 cm. 
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Pero Qint = 27 Rho, entonces, 
E(r) = =— (1.57) 


Se trata de un campo que decrece como 1/r (m'as lentamente que el de una 
carga puntual). El campo en el interior del cilindro cargado superficialmente 
es nulo, por cuanto lo es la carga encerrada. 


Nótese que podemos hacer tender R a cero, con tal de preservar una carga 
eléctrica finita por unidad de longitud del cilindro. Eso nos lleva al caso de un 
conductor rectilíneo infinito cargado eléctricamente. Si A es la carga por unidad 
de longitud (1.25), el campo eléctrico sería radial en el plano perpendicular al 
conductor y de módulo 


Ene 


= 1.58 
2TE0r ) 


1.11. Descripción geométrica usando líneas de campo 


El concepto auxiliar de flujo del campo eléctrico permite introducir otra 
imagen geométrica útil para dar una descripcion cualitativa del campo elec- 
trostático, se trata de las líneas de fuerza, hoy día llamadas líneas de campo. 


Una línea de campo es una curva a la que en todo punto el campo eléctrico 
es tangente. Se le asigna el sentido del campo eléctrico (ver figura 1.35). 


E 


AE 


Figura 1.35 Una línea de campo es tangente al vector E en cada uno de sus puntos. 


Una línea de campo no es la trayectoria que sigue una carga eléctrica libre bajo 
la acción del campo (puesto que la velocidad no tiene por qué ser paralela a la 
fuerza). Por ejemplo, nos pueden dar una idea cualitativa de la intensidad del 
campo, adem'as de proporcionarnos informacion sobre su direccion y sentido. 
Pero no se pueden manipular o medir directamente como se lo puede hacer 
con una carga eléctrica. En otras palabras, las líneas de campo son útiles para 
visualizar las propiedades geométricas o topológicas de un campo, pero carecen 
de realidad física. 

El conjunto de líneas de campo que pasan por el contorno de un elemento 
de “area 051 normal a ellas trazado en una region del espacio libre de cargas 
engendra lo que se denomina tubo de líneas de campo o tubo de flujo.” In- 


27Esta última designación en general se reserva para el campo magnético. 
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terceptando este tubo con otra seccion normal 952, obtenemos una superficie 
cerrada X con normales exteriores como en la figura 1.36. 


ôS, 


Figura 1.36 Tubo de líneas de campo con “tapas”, que forma una superficie cerrada. 


Según la ecuación (1.51), el flujo del campo E a través de 2 debe ser nulo, 
por no haber cargas encerradas por esa superficie (por hipótesis). Pero 
Q E- d5 = Ei -8S1 + Ea -ôS + feas 
y OO pm, 
bases lateral 


Por definicion de líneas de campo E L ôS sobre la superficie lateral; en las 
bases E1 - 081 = — |E1| S1 y E2- S2 = + |E2| ôS2. O sea, finalmente, 


E | E| 0S1 + |Eo| 05 =0 
por lo tanto el modulo del vector E en el punto 2 vale 


0S1 
E» = Ha 


O sea, es inversamente proporcional a la sección del tubo. 


A B C D E 


Figura 1.37 Tubo de flujo constante y seccion variable. 
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El grosor de un tubo de líneas de campo nos describe cualitativamente la 
intensidad del campo eléctrico: cuanto mæ angosto es, es decir, cuanto mas 
comprimidas están las líneas de campo, tanto más intenso es el campo (puntos 
A, C, y E en la figura 1.37). En cambio, en regiones en que las líneas de campo 
se apartan mutuamente, el campo decrece (B y D en la figura 1.37). 

Por lo visto al discutir las superfi- 
cies equipotenciales, (sección 1.19) el 


campo eléctrico siempre es normal a 
las mismas. Por lo tanto, las líneas de 
campo forman una familia de curvas 
normales a las superficies equipoten- 
ciales. 

Una región como la encerrada por 
el círculo de la figura 1.38 es una re- 

V 


gión en la que el campo es más inten- 

cte so, por cuanto allí se acercan entre sí 

l El l tanto las líneas de campo como las 
Fisua 1.38 e de da conan, superficies equipotenciales. 

intenso encerrada por un círculo. Sea ahora una región que encierra 

cargas positivas. Dado que el flujo a 

través de la superficie cerrada que las contiene debe ser positivo, es fácil ver que 

el campo, y con ello las líneas de campo, deben emerger en la forma indicada 

en la figura 1.39. 


a HO 


a + 
+ ——. 
ql Pa P gi Fa F 
Figura 1.39 Region que encierra cargas positivas. Figura 1.40  Regi/on que encierra cargas negativas. 


Esto significa que las líneas de campo nacen en las cargas positivas. Para las 
cargas negativas es f'acil ver que la situacion es inversa, las líneas de campo 
terminan en las cargas negativas (ver figura 1.40). Nuevamente, en todo esto 
téngase bien presente que una línea de campo tiene tan poco significado físico 
como lo tiene una superficie equipotencial: ambas son conceptos geométricos 
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auxiliares que se usan para una descripción muy intuitiva y visible del campo 
electrostático. 


En la figura 1.41 se reproducen dos ejemplos cl“asicos de familias de líneas 
de campo y superficies equipotenciales. Obsérvese bien cíomo nacen y como 
terminan las líneas de campo y como quedan definidas las regiones de campo 
más intenso o mías débil. 


Figura 1.41 Líneas de campo y superficies equipotenciales en las vecindades de dos cargas puntuales de 
signos iguales y opuestos (dipolo), respectivamente. 


En un campo homogéneo co- 
mo el que hay entre dos planos -0 
cargados con densidad +0 y -0, 
las líneas de campo son rectas p di 
y las equipotenciales son planos — a V=cte 
paralelos a los planos cargados AS 
(ver figura 1.42; ver también figu- Ak 
ra 1.20). 


A pa 


TO 


Figura 1.42 Planos con cargas superficiales de signos 
opuestos y planos equipotenciales paralelos. 
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1.12. Conductores, propiedades electrostáticas y el principio de conser- 
vación de la carga 


Ya hemos dicho que en la física macroscópica se trabaja fundamentalmente 
con distribuciones de carga en volumen o superficie. Un ejemplo de fundamental 
importancia de esto último son distribuciones de carga sobre ciertos cuerpos 
llamados conductores. 


Un conductor es una sustancia en cuyo interior hay cargas microsc “opicas 
que se pueden desplazar libremente. Por el momento no nos interesa qué son 
esas cargas, como se desplazan, ni por qué se desplazan. Si en el interior 
de un conductor actúa un campo eléctrico, esas cargas libres comenzaran a 
desplazarse; por lo tanto, un conductor es un cuerpo que solo puede estar en 
equilibrio electrost “atico si el campo eléctrico en su interior es nulo en todo 
punto. Si tenemos un conductor en equilibrio electrostático, será entonces, por 
definición de conductor, 


Eint =0 
ello implica, necesariamente, por la (1.45), 
Vint = cte. (1.59) 


en todo punto interior; en particular la superficie del conductor es una superficie 
equipotencial. 

Sea ahora un conductor que supondremos macizo (ver figura 1.43). Consi- 
deremos una superficie cerrada > totalmente contenida en él. 


Figura 1.43 Campo E en el interior de un conductor macizo. 


Como E = 0 en su interior, según la segunda propiedad integral (1.51), el flujo 
de E a través de Y será 


î 
Q E-d8=0=2 5 qu (1.60) 


. . . . . 1 / 
Es decir, la carga encerrada por cualquier superficie cerrada interior X deberá 
ser nula: en un conductor en equilibrio no puede haber cargas eléctricas en 
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su interior. Estas solo pueden estar en su superficie exterior, en forma de 
distribuci “on superficial o. Obsérvese bien: esto es una consecuencia que se 
deduce de la propiedad integral (1.52). 

Si el conductor es hueco (ver figu- 
ra 1.44), tomando flujo a través de 
una superficie como la X, contenida 
en el conductor envolviendo la cavi- 
dad, valdría nuevamente la ecuacion 
(1.60). Por lo tanto, no habiendo car- 
gas dentro de la cavidad (por hip“ote- 
sis) tampoco puede haber cargas so- 
bre la superficie interior del conduc- 
tor. Si ello es así, también será nulo el 
flujo a través de una superficie como 
la Y! que corta la superficie interna. 
Dado que Y*'es arbitraria, el campo dentro de la cavidad también debe ser nulo. 
Obsérvese una consecuencia interesante: cualquiera sea la distribuci “on de las 
cargas exteriores al conductor, el campo en la cavidad siempre será nulo. Esto 
conduce al importante concepto de pantalla o blindaje electrost “atico (“jaula 
de Faraday”): rodeando un sistema con un conductor, se lo blinda de toda 
influencia de cargas o campos exteriores. 


Figura 1.44 Superficies % y Xen el interior de un 
conductor hueco. 


El hecho de que todo esto sea una consecuencia de la segunda propiedad 
integral del campo electrost “atico (1.52) y con ello, una consecuencia de la 
validez de la Ley de Coulomb (1.10) o (1.11), nos provee un poderoso método 
experimental para verificar esta validez con gran precision. Para ello basta 
comprobar experimentalmente que en el interior de un conductor en equilibrio 
no puede haber cargas, por grande que fuera la carga total (¡superficial!) que 
contiene el conductor. 


Una experiencia así fue hecha por Cavendish a fines del siglo XVIII. Otra 
experiencia similar, pero mucho más precisa fue realizada en 1936 por Plimpton 
y Lawton, quienes determinaron que el exponente de r en el m'odulo de la 
f en la Ley de Coulomb (1.11) es 2,000000000 = 0,000000002. Experiencias 
posteriores fueron aportando mayor precisión: hoy en día sabemos que el error 
del exponente es como m'aximo 6 - 107". 

Analicemos finalmente qué sucede si ahora introducimos una carga q en 
la cavidad (ver figura 1.45). Volviendo a considerar una superficie como la 2, 
totalmente contenida en el conductor pero muy vecina a la superficie de la 
cavidad, de acuerdo a la ecuación (1.60), el flujo sería nulo (por serlo E en los 
puntos de £). Pero ahora hay una carga q dentro de 2. Para que se cumpla la 
relacion (1.60), debe haber otra carga total —q encerrada por la superficie X. 
El único lugar donde puede estar es sobre la superficie de la cavidad. Se dice 
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que la carga q induce sobre la superficie interior del conductor una distribución 
superficial ø de signo opuesto. 


Figura 1.45 Superficie cerrada 2 en el interior de un conductor hueco. La carga q genera una densidad de 
carga superficial o < 0 en la superficie de la cavidad. 


Si el conductor hueco en cuestión estaba inicialmente libre de carga (aislado), 
al introducir la carga q en la cavidad también debe aparecer una carga sobre 
la superficie exterior de valor total igual a q. Efectivamente, tomando ahora 
la superficie © como indica la figura 1.46, la carga total encerrada debe ser q 
(puesto que el conductor no tenía carga inicial). Como ya hemos visto que la 
superficie interior debe llevar una carga inducida —q, en la superficie exterior 
deben aparecer cargas de un valor total opuesto a la carga interior, o sea, +q. 


Figura 1.46 Una carga q en el hueco de un conductor induce una distribucion de carga total —q en la 


superficie de la cavidad, y una distribución superficial de carga total +q en la superficie exterior 
del conductor. * es una superficie que encierra todo el sistema. 


Para fijar ideas es útil analizar en detalle la clásica experiencia electrostática 
de Cavendish. Consiste en introducir un pequeño conductor cargado en la 
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cavidad de otro más grande hasta tocar la superficie interior, retirarlo luego, y 
comprobar que toda su carga pasó al conductor más grande. 


NS 


q 


Figura 1.47 Esquema de las cuatro etapas del experimento de Cavendish. 
Analicemos las distintas etapas: 


1. Tenemos un conductor hueco, descargado y acercamos una esfera cargada 
con q (ver figura 1.47a). 


2. Al introducirla en la cavidad, se inducen cargas superficiales negativas y 
positivas en la forma indicada en la figura 1.47b. Por la propiedad integral 
(1.52) (o por la Ley de Coulomb), los valores totales de la carga negativa 
y positiva inducidas son iguales en módulo. 


3. Al ponerse en contacto con el conductor grande, la esferita formara con 
este un solo cuerpo conductor. Las cargas interiores desaparecen, pues no 
puede haber cargas en el interior de un conductor en equilibrio. Nueva- 
mente por la (1.52), la carga que aparece sobre la superficie exterior del 
conductor grande sería igual a la carga de la esferita (ver figura 1.47c). 


4. Al retirar la esferita ella no llevará más carga alguna (ver figura 1.47 d).% 


Es importantísimo convencerse claramente de que esta experiencia es real- 
mente una prueba de la validez de la Ley de Coulomb. Es útil verificar que si 
esta no se cumpliese (si por ejemplo el campo de una carga puntual decreciera 
como 1/r”, con n Æ 2), la esferita saldría en el paso 4 con una carga distinta 


28En todo esto hemos supuesto que el agujero por el cual se introduce la esferita es, como 
esta, de dimensiones muy pequeñas respecto del conductor grande, para poder considerar la, 
cavidad como realmente interior al conductor. 
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de cero (y que dependerá de la forma del conductor, del punto en que hicieron 
contacto, etc.) ¡Sólo y requetesólo para n = 2,000000 ..., la esferita se descarga 
totalmente! 


La propiedad de un conductor de 
distribuir su carga sobre su superficie 
puede ser aprovechada para construir 
un instrumento sencillo para medir 
y comparar cargas eléctricas. Se tra- 
ta del electroscopio de hojas, que en 
esencia, es un sistema como el esque- 
matizado en la figura 1.48. La caja 
met “alica exterior sirve simplemente 
como blindaje electrost “atico. El con- 
ductor hueco que estía adentro, soste- 
nido por aisladores, tiene en su par- 
te inferior una (a veces dos) hojuela 
metálica muy delgada que puede girar 
libremente alrededor el punto P. 

Cuando en la cavidad se introduce 
un cuerpo cargado (sin tocar las pa- 
redes), este induce una distribucion 
de cargas en la forma indicada en la 
figura 1.48. En particular, la hojuela se repele de la chapita vertical (o las 
dos hojuelas se repelen mutuamente). La posicion de equilibrio de la hojuela 
dependera de la carga total inducida. Calibrando el instrumento con cargas 
patrón, se lo puede utilizar para medir cargas eléctricas (en su valor absoluto). 


Figura 1.48 Esquema del electroscopio de hojas. 


Con este instrumento se puede comprobar experimentalmente el princi- 
pio de conservacion de la carga eléctrica, que actualmente es el principio de 
conservacion mæ absoluto que existe. 

Este principio afirma que la carga total de un sistema cerrado, a través 
de cuya superficie no entran ni salen cargas, permanece constante. Esto es un 


principio genuino, que no puede ser deducido de lo visto hasta ahora, y que 
requiere una comprobaci“on experimental. 


1.13. El campo en las vecindades de la superficie de un conductor 


Para terminar, analicemos de cerca la configuración del campo eléctrico en 
el entorno de la superficie de un conductor. Ante todo, al ser la superficie del 


29E] principio de conservacion de la masa inercial en el sentido cl“asico no funciona a 
velocidades relativistas; el principio de conservación de la energía puede ser violado durante 
intervalos extremadamente breves, etc. 
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conductor (en equilibrio) una superficie equipotencial, el campo eléctrico en el 
entorno sería siempre perpendicular a la misma. Para una zona en que ø > 0, 


el campo E en un punto P cercano a la superficie es como el indicado en la 
figura 1.49. 


3» 


Epllñ 


V= cte 


Figura 1.49 Campo eléctrico E perpendicular a la superficie equipotencial del conductor. 


Esto se expresa matemáticamente en la forma 


oV 
ón 
donde OV/ÓOn es la derivada o gradiente normal de la función potencial, o sea, 


la derivada respecto de un eje perpendicular a la superficie paralelo a la normal 
exterior ñ. 


Ep = (1.61) 


Se puede ver intuitivamente por qué el campo eléctrico sobre la superficie 
debe ser perpendicular a la misma: si no lo fuera, habría una componente tan- 
gencial, la cual haría desplazar superficialmente a las cargas libres del conductor, 
¡pero no estaría entonces en equilibrio eléctrico! 


Consideremos ahora una superficie cerrada definida por un cilindro de 


seccion ôS como puede verse en la figura 1.50. Ep es el campo eléctrico en la 
tapa exterior. 


Figura 1.50  Cilindrito cortando la superficie de un conductor. 


La carga total contenida es evidentemente dq = 00S y el flujo a través de la 
superficie total del cilindro se compone de las siguientes contribuciones: 


P E-dS= | 5.as+ [1-as 


cilindro sup. bases 
lateral 
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Pero en la superficie lateral el flujo es cero por ser E = 0 (dentro del conductor), 
y E paralelo a la superficie lateral (fuera de él). La tapa de abajo no contribuye, 
por ser el campo nulo. Queda entonces, de acuerdo a la (1.52), 


E -dS = Ep ôS = 258 
E0 


cilindro 


es decir, 


E, = (1.62) 


ej 
E0 
Hay por lo tanto, una relación directa entre el campo eléctrico en la superficie 
de un conductor y la densidad superficial de carga en ese punto (compárese la 
(1.62) con la (1.33)). Teniendo en cuenta la (1.61), podemos escribir 
ƏV 
A a A 
£0 ðn 
o sea, la densidad de carga superficial, y la carga total de un conductor, estarán 
vinculados con la función potencial en la forma 


(1.63) 


donde la integral superficial et'a tomada sobre la superficie del conductor. 
Obsérvese bien que dtota, puede ser nula, sin serlo la densidad superficial o. 
Esto sucede cuando en la superficie del conductor hay zonas positivas y zonas 
negativas cuyas cargas se compensan mutuamente. 


La (1.62) nos sirve para interpretar la propiedad fundamental de un con- 
ductor de una manera intuitiva. Sea un conductor inicialmente neutro que se 
introduce en un campo exterior (por ejemplo entre dos planos cargados). Inicial- 
mente habrá un campo en su interior. Entonces (¡en fracciones de segundo! ) el 
conductor se las arregla genialmente desplazando sus cargas libres (electrones) 
sobre su superficie, hasta lograr que el campo en su interior sea idénticamente 
nulo.” Envía electrones a su superficie (o los extrae de ella) de tal manera 
que todo punto tiene la dosis de carga superficial exacta como para bloquear 
la entrada del campo al conductor. Obsérvese bien que el campo resultante 


30En buenos conductores como el cobre, el tiempo de redistribuci“on de cargas es de 
aproximadamente 10-19 s. 
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es una superposicion del campo externo preexistente ms el campo producido 
por las cargas inducidas. Estas cargas inducidas son tales que el campo que 
ellas producen dentro del conductor sea exactamente opuesto al causado por 
las cargas exteriores. 

Sobre la superficie de un conductor actúa, de acuerdo a la (1.24), una tensión 
normal a la misma, dada por 


o? 
T=0E = — 
E0 


Esta tension se llama presión electrostática. 


1.14. El problema electrostático de un conductor en el vacío 


En el problema general electrost “atico en el vacío se propone determinar el 
campo eléctrico y las fuerzas correspondientes para un sistema de conductores 
de forma y posición dada cuyos potenciales o cuyas cargas totales sean dados. 

Consideremos primero el caso de un solo conductor en el vacio. Sea V 
su potencial (siempre estamos suponiendo V(o0) = 0). Fuera del conductor 
obviamente p = 0. Para la ecuaci“on de Poisson (1.55), obtenemos lo que se 
llama la ecuacion de Laplace 


tv | tv | 8V 
ðr? ` ðy? * 92 Sp (1.64) 


que se debe cumplir en toda la region del espacio libre de cargas, fuera del 
conductor. En este curso no estudiaremos la resolucion de esta ecuaci“on; s'do 
tendremos en cuenta que existe, y haremos uso de algunas consecuencias fáciles 
de deducir. Una de estas se basa en la linealidad de la ecuacion (1.64): dadas 
dos soluciones Vi y Va, cualquier combinaci“on lineal a Vı + b V2 también sería 
una soluci “on. 

Demostraremos ahora que el potencial en cualquier punto del espacio que ro- 
dea al conductor queda univocamente definido con sólo fijar el valor del potencial 
sobre la superficie del conductor. Procederemos por el absurdo: supongamos que 
en todo punto haya dos soluciones V (r) y V(r) que satisfagan las condiciones: 
V (sup. del conductor) = Vo y V(oo) = 0. La diferencia ôV (r) = V(r) — V(r) 
también será una solución de la (1.64), por su linealidad. Esa diferencia cumple 
las condiciones ôV (sup. del conductor) = 0 y ôV (co) = 0. La funcion ôV (r) 
debe ser idénticamente nula en todo el espacio. Efectivamente, si no fuera así, 
ôV (r) debería pasar por un valor extremo (máximo o mínimo) en algún punto, 
ya que valiendo cero en los puntos del conductor, vuelve a valor cero en el 
infinito (teorema de Rolle). Pero si, por ejemplo, ôV tuviera un m'aximo en 
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algún punto P, habría superficies equipotenciales decrecientes que envuelvan a 
ese punto. Por lo visto en la seccion 1.11, ello querría decir que de ese punto 
emergen líneas de campo. En otras palabras, en ese punto debería haber car- 
gas positivas. Como ello no ocurre por hipótesis, no puede haber máximos (ni 
mínimos) de la funcion potencial. Por lo tanto V(r) = V(r) o dicho de otro 
modo, la solución es única. 

Quedando unívocamente definido el potencial, queda unívocamente definido 
el campo eléctrico en todo punto exterior al conductor; por lo tanto, también 
quedar “an unívocamente definidas las densidades de carga y la carga total del 
conductor a través de las (1.63). Todo esto nos lleva a la conclusion de que 
existe una relación unívoca entre el potencial y la carga total de un conductor 
aislado en el vacío. Más aún, la relación entre carga total y potencial es lineal. 
Esto también se deduce de las (1.63), ya que si en ellas incrementamos el 
potencial n veces (lo que por linealidad de la (1.64) seguirá siendo una solución 
de esta ecuacion), también se incrementara n veces la densidad de carga en 
cada punto de la superficie, y la carga total. Por lo tanto la relación entre carga 
total q y potencial V de un único conductor, en ausencia de cargas exteriores 
y conductores, será 

q=0V (1.65) 


Se puede demostrar que el coeficiente C, llamado capacidad del conductor, 
depende solamente de la forma geométrica de la superficie del mismo. La re- 
laci“on lineal entre la densidad superficial de carga g en un punto dado de la 
superficie y el potencial será 

o=cV (1.66) 


Se puede demostrar que el coeficiente c (capacidad superficial o diferencial) sólo 
depende de la curvatura (de Gauss) de la superficie en ese punto, en particular, 
le es directamente proporcional. Por ello, en zonas muy curvas de la superficie 
de un conductor, como ocurre en las aristas, vértices o puntas, o, y con ello 
E, pueden ser muy elevados. Esto se conoce empíricamente desde hace mucho 
tiempo; es el llamado poder de las puntas de un conductor cargado y constituye 
el principio de funcionamiento del pararrayos. 


Según la (1.65) y la (1.66), es evidente que 


C = feas 


conductor 


La capacidad de un conductor en general se debe determinar experimentalmente, 
midiendo independientemente q y V. Sólo en muy pocos casos se puede calcular 
a priori. Veamos el ejemplo de una esfera de radio R que lleva una carga Q. 
Hemos visto (p'agina 57) que el potencial exterior a la esfera es idéntico al 
de una carga puntual q en el origen. Por lo tanto el potencial de la superficie 
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del conductor sería, de acuerdo a la (1.36): V(R) = q/(41e0R). Asimismo, 
según la (1.65) C = q/V = 4reoR. En cambio, la capacidad diferencial es 
c=0/V = e0/R, directamente proporcional a la curvatura 1/R. Obsérvese 
que cuanto mayor sea R, mayor será la capacidad total, y menor la capacidad 
diferencial. 


La capacidad tiene dimensiones [Q]/[V], que en el S.I son 


Coulomb © Qs 
[e= Vot V J 


=F (1.67) 


El faraday F es una unidad enorme: Una esfera de 1m de radio tiene una 
capacidad de 
ET S 
lm 
Por ello se introducen los submúltiplos 1 pF = 1-10 *F y 1pF =1-10 F 
(picofaraday). 


F 


1.15. El problema de dos conductores: el capacitor 


Estudiemos ahora el caso de dos conductores en el vacío y en ausencia de 
toda carga salvo las propias. Supongamos en primer lugar que el conductor 1 
lleva una carga Qı y que el conductor 2 está descargado (ver figura 1.51). 


Q =Q? Q,=0 
V, y V, TAn 


Figura 1.51 Conductores 1 y 2 a potenciales VPY VI 


Sea V° la funci“on potencial solucion de la (1.64) que corresponde a este 
0 0 

caso, y sean Vi y Vz su valor sobre los conductores. Si ahora la carga sobre el 
conductor 1 se multiplica por A en la forma Q1 = AQÍ, el potencial aumentará 
A veces en todas partes. Esto se deduce directamente de las (1.63), ya que en 
estas, al multiplicar V por A, la carga superficial aumentaría À veces, y con 
ello la carga total. (Como la carga total del conductor 2 era inicialmente nula, 
seguirá siendo nula después de esta operación). Por lo tanto, AV cumple con las 


74 CAPÍTULO 1 


condiciones impuestas sobre los conductores (y por la unicidad de la solución, no 
debemos temer acerca de una eventual coexistencia de otra solución diferente). 

Al ser A=Q1/ QÌ, para los potenciales de 1 y 2 respectivamente, tenemos 
entonces, 


0 V? 
Vi = AV = Kara = P11Q1 
1 
yo (Q2 =0) (1.68) 
Va = AV? = Qı- = Pa Qi 
Qi 


Pi1 y Pz son coeficientes característicos que s'do dependen de la geometr ía 
de los conductores. En particular, 1/P11 es la capacidad del conductor 1, en 
presencia del 2 (esta capacidad es diferente de la capacidad definida en la 
(1.65) que lo era para un conductor que esta aislado, en ausencia de otro). 


Podemos repetir ahora exactamente el mismo procedimiento con el conduc- 
tor 1 descargado, llevando la carga del conductor 2 de un valor inicial QS al 
valor Q2 = u Q9. En este operacion el potencial se incrementar a y veces en 
todas partes. Tendremos en este caso para los potenciales de los conductores 


yo 
V¿= uV = Qpr = Pa) 2 
2 
yo (Q1 =0) (1.69) 
Vi = uVe = -r = Pi2Q 2 


1/Pz2 es ahora la capacidad del conductor 2, en presencia del 1. Superponiendo 
entonces las operaciones que nos condujeron a las relaciones (1.68) y (1.69), 
deducimos que en el caso mæ general el potencial de cada uno de los dos 
conductores sería proporcional a las cargas totales de los mismos 


Vi = P11Q1 + Pi2Q9 
1.70 
Va = P21Q1 + Pa2Q2 (610) 
Esta relacion se puede generalizar para n conductores 
Vi =X Pr Qu (1.71) 
k 


En equilibrio electrostático hay por lo tanto siempre una relación lineal entre 
el potencial de un conductor dado y la carga de cada uno de los conductores 
presentes. Los coeficientes Pix se llaman coeficientes de potencial, y dependen 
solo de la geometría del sistema. Demostraremos mæ adelante que siempre 
vale Pix = Pri (simetría de los coeficientes de potencial). 
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La relacion (1.70) se puede invertir, 
Qı = C11V1 + Ci2V2 
Q2 = Ca Vi + C22V2 


donde C11 y C22 son las capacidades de los conductores 1 y 2 (cuando est'an 
uno en presencia del otro) y C12 y C21 se llaman coeficientes de inducción. 


Para el caso de n conductores, invirtiendo la (1.71) obtenemos la relacion 


lineal 
Q+ = Y CuVi (1.73) 


(1.72) 


Para entender el significado de los coeficientes de induccion hagamos Vi = 0 
(Va 4 0). En este caso la carga del conductor 1 no es nula (como sucedería de 
acuerdo a la (1.65) si el conductor 1 estuviera solo), sino que vale Qiina = C12V2. 
Esta es la carga total que el conductor 2 (su campo) induce sobre el conductor 
1. Obtenemos algo semejante haciendo V2 = 0 (Vi % 0): Quina = Ca1V es la 
carga inducida sobre 2 por los efectos del campo de 1. Por lo tanto C12 y Car, 
representan la influencia de un conductor sobre el otro. 


Teniendo en cuenta la simetría de los coeficientes de potencial (Pi2 = P21), 
tendremos que, al pasar del sistema lineal (1.70) al (1.72), también 


Cia = Car (1.74) 


C11 y C22 son números positivos. En cambio, demostraremos que C12 = C21 < 0. 
Para ello basta considerar al cuerpo 1 cargado positivamente y el cuerpo 2 
conectado a tierra, que consideraremos el cero de potencial (ver figura 1.52). 
Con el concepto “tierra” nos referiremos a aquel lugar del cual el conductor 
podría tomar o ceder la carga necesaria para mantener constante su potencial. 
Toda línea de campo que llega a la superficie del cuerpo 2, debe provenir del 
conductor 1, ya que no puede haber líneas de campo que unan el conductor 2 
con el infinito (si las hubiera querr ía decir que habría una diferencia de potencial 
no nula entre el conductor 2 y el infinito, lo que contradice la hip “otesis). 


V=0 


Figura 1.52 Conductor cargado positivamente en presencia de otro conectado a tierra. 
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Como además el cuerpo 1 lleva carga positiva, las líneas de campo que parten 
de 1 tienen el sentido dado en la figura 1.52. Aquellas que llegan al conductor 2 
deben entonces terminar en su superficie. Esto nos dice que la carga inducida en 
2 debe ser negativa. Entonces Q2ina = C21V1 < 0. Como Vi > 0, necesariamente, 


C12 = C21 < 0 (1.75) 


Es igualmente f'acil demostrar que tanto C11 como C22 deben ser mayores (o 
iguales) que [Cia]. 


Consideremos el caso particular en que el conductor 2 rodea completamente 
al conductor 1 como en la figura 1.53. 


Vio9=0:; 


Figura 1.53 Conductor 2 rodeando completamente al conductor 1. 


Un sistema así se denomina un capacitor. Si el conductor 2 estía inicialmente 
a potencial nulo, no puede haber cargas sobre su superficie exterior, ya que 
V = 0 en toda la región del espacio exterior como vimos en la sección 1.14. Por 
lo tanto, la carga inducida Qoina sobre 2, estará distribuida sobre su superficie 
interior, y deberá ser igual y de signo opuesto a la carga de 1, como se demuestra 
fácilmente tomando el flujo a través de una superficie S contenida en 2. Por lo 
tanto, según las (1.72) para este caso (V2 = 0), 


Qi = Cul 
Q2 CaV = -Qı 


es decir, 


—Ca = On = -C12 = C 
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La constante C se llama capacidad del capacitor. En el caso general en que 
Va 4 0, la expresión de las (1.72) será 


Qı = C(V1 — V2) 


(1.76) 
Q2 = —CV1 + C22V2 
La última ecuación también la podemos escribir en la forma 
Q2 = -Q1 + CV (1.77) 


en la que C= C2 — C. Si Qı = 0, o sea, si el conductor contenido en 2 et’'a 
descargado, la primera de las (1.76) muestra que ambos conductores se hallan 
al mismo potencial, y “todo sucede como si” tuviéramos un único conductor 
cuya superficie exterior es la del conductor 2. Para ese caso, la (1.77) nos 
muestra que C” es la capacidad de ese único conductor; en otra palabras, C” es 
la capacidad del conductor 2 considerado aislado en el vacío, tal como viene 
definida por la (1.65). En general, Ces muchísimo menor que C. 


La primera de las (1.76) nos dice 
que la carga sobre las superficies in- 
teriores de un capacitor es proporcio- 
nal a la diferencia de potencial entre 
las mismas. Las superficies interiores 
se suelen denominar armaduras de un 
capacitor. Las (1.76) y (1.77) también 
son válidas en buena aproximación en 
los casos en que dos conductores tie- 
nen grandes porciones de sus super- 
ficies muy proximas entre sí (figura 
1.54).En ese caso, practicamente to- 
da la carga superficial se encuentra 
concentrada en esa zona, y las cargas 
totales son prácticamente iguales y de 
signo opuesto, valiendo por lo tanto 
(1.76). Si la distancia entre las superfi- figura 1.54 Dos conductores con grandes porciones de 
cies es constante, y muy pequeña fren- sus superficies pr'oximas entre sí. 
te a la curvatura de las mismas, se 
tiene un capacitor plano. 


1.16. Sistema de capacitores 


Estudiemos el caso de un capacitor cilíndrico de altura h > Ra dado en la 
figura 1.55. El campo entre las dos armaduras estará dado por la (1.57), en la 
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que ø es la densidad de carga de la armadura interna: o = Q1 /27R1h (la carga 
sobre la armadura externa no contribuye a Eint). 


Figura 1.55 Esquema de un capacitor cilíndrico. 


entonces, 


oRi Qı 1 
sor  2reohr 
La diferencia de potencial Vi — V2 será, de acuerdo a la (1.35), 


2 R 
2 d R 
(1 va) = (1214) = | pa E I d o (1.78) 


2rre0h Jr, Y — OE 1 

por lo tanto, la capacidad del capacitor cilíndrico sería, de acuerdo a la (1.76), 
Qı 2TEoh 

Vi Va — log(Ro/R1) 


Esto s'do vale si h > Rı; si no es así, el campo en la cercanía de los bordes, 
donde ya no valen las condiciones de simetría, influirá en el cálculo de Vi — Va. 


G (1.79) 


Obsérvese que cuanto mas cercanos entre sí sean Ri y Ra (m'as angosto el 
espacio entre las armaduras), tanto mayor sea la capacidad. En particular si 
R = R1+d (con d << R1) tendremos, desarrollando, 

d d 


Ra 
log 7, = log(1 + R) anon 
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reemplazando en (1.79), 


2reohR1 o8 | S 
= = 1. 
0= 2 (130) 


donde S es la superficie total de 

las armaduras y d la distancia en- "e 

tre las placas. Si Ri —> 00 tendre- d HA HA 
mos el caso de un capacitor plano 

cuya capacidad estará dada por la 

(1.80). Esta ecuación valdrá inclu- 

so en el caso de superficies Curvas Figura 1.56 Placas planas y placas curvas paralelas 
mientras que se mantengan a una separadas una distancia d. 

distancia fija y despreciable fren- 

te al radio medio de curvatura (ver figura 1.56). Téngase bien presente que 
todo esto vale para el caso en que haya vacío (o aire) entre las armaduras del 
capacitor. El capacitor plano puede ser usado como un instrumento absoluto 
para la medici“on de potenciales (electr ometro a placas). Sea el sistema de la 
figura 1.57, con dos discos circulares que forman la armadura de un capacitor 
plano en equilibrio. 


m 


d 


rh 
V 


Figura 1.57 Esquema del circuito de un electr ometro a placas. 


Supongamos que se aplica un potencial V y sea m la masa de las pesas adicio- 
nales que hay que agregar para restablecer el equilibrio. La carga eléctrica de 
S será, de acuerdo a la (1.80), 


Eos V 


qs = CsV = 7 
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El campo eléctrico sería E = V/d, y la fuerza eléctrica sobre la placa, en la 
situación de equilibrio con la masa m, 


coSs V? 
Po 


f=qsE = mg 


De esta relación se puede obtener V en funcion de m. 

El capacitor es un elemento muy importante para la técnica. Se lo indica 
con el símbolo JH en el que quedan simbolizadas las dos armaduras. En general, 
su capacidad debe determinarse experimentalmente. En la práctica sólo juega 
un papel la capacidad C. El coeficiente C” definido por la (1.77) es, en general, 
despreciable en los capacitores de uso comercial, por lo tanto ambas armaduras 
llevan las mismas cargas en valor absoluto con signo opuesto (C22 = C). 

Podemos asociar varios capacitores conect“andolos entre sí. Sea el sistema 
de la figura 1.58 de varios capacitores en paralelo, 


Figura 1.58 Sistema de capacitores en paralelo. 


todas las armaduras conectadas directamente entre sí estarían al mismo po- 
tencial Va y Vg respectivamente, por lo tanto, las cargas sobre sus armaduras 
serán 


Qı = Ci(Va — VB) 
Q2 = C2(Va — VB) 
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La carga total del sistema vista desde el borne A será entonces 
gas g = (Va — Va) Y Ci 


Por lo tanto, respecto de A y B, el sistema se comporta como un único capacitor 
de capacidad 
C=) Ci (1.81) 


La capacidad equivalente de un sistema de varios capacitores en paralelo es igual 
a la suma de las capacidades individuales. En particular, si todas la capacidades 
son iguales, la capacidad total de la asociación de n capacitores en paralelo es 
n veces mayor. 

Si los capacitores están acoplados en serie, sus armaduras llevarán la misma 
carga total (en valor absoluto). Para demostrarlo consideremos el sistema en- 
cerrado por la superficie 2 de la figura 1.59. Dado que inicialmente el sistema 
estuvo descargado, por el principio de conservación de la carga, la carga total 
encerrada por Y debe seguir siendo nula al llevar los bornes A y B a los po- 
tenciales Va y Vb. Entonces, la carga Qı de la armadura derecha del capacitor 
Cı debe ser igual a —Q2, donde Q es la carga de la armadura izquierda del 
capacitor Ca. 


Va de E, 


Figura 1.59 Sistema de capacitores acoplados en serie. 


Esto vale para todos los pares de armaduras conectados entre sí. Entonces, 


nm -4_4 
Va “== aa 
oy 2 -Q 
Vo BSa 
oy 4%_4 
ió TO 


La diferencia de potencial entre A y B sería, sumando 


va Vo =0 (4 a e) 


C O O` 
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Por lo tanto, el sistema se com- 
porta respecto de A y B como un 
único capacitor de capacidad equi- 
valente dada por la relación 


1 1 
a >, a (1.82) 


La inversa de la capacidad equi- 
valente de un sistema de varios 
capacitores en serie es igual a la 
suma de las inversas de las capaci- 
dades individuales. En particular 
si las capacidades de n capacito- 
res en serie son iguales, la capaci- 
Figura 1.60 Asociación más complicada de capacitores, con dad total del sistema es n veces 
dos superficies cerradas imaginarias. 

menor. De esta manera se pueden 
resolver asociaciones m'as compli- 
cadas de capacitores. 


A veces no es posible reducir todo a sistemas en serie y en paralelo. En esos 
casos es necesario recurrir a un análisis más minucioso. Discutamos el ejemplo 
de la figura 1.60. En los puntos D y G hay tres armaduras conectadas entre sí. 
Por lo tanto las sumas de las cargas (cada una con su signo) de las armaduras 
conectadas a G y a D, deberían ser cero (ver superficies cerradas Xg y =p). 
Suponiendo el siguiente orden: Va > Va > Vp > Va (el orden real entre Va 
y Vp vendría dado por la solucion del problema), obtenemos las polaridades 
indicadas en la figura 1.60. Entonces: — Q1 + Qo + Q2 = 0 (carga contenida en 
Ya), Qs — Qo + Q3 = 0 (carga contenida en Xp). Ademas deben valer las 
siguientes relaciones: 


Va — Va = (Va — Va) + (Va — Va) = 


AQ _ Q3 Q4 
A mA nF (Va — Vp) — (Vp — Va) = — C3 Ca 
Va — Vp = (Va Va) (Va Vo) m g: = - a 
Va — Vo = (Va — Va) + (Va — VD) = 4 E o E a 


Obsérvese bien los signos de los cocientes Q/C, los cuales quedan fijados por 
las polaridades convenidas (ver figura 1.60). Obtenemos en total 5 ecuaciones 
lineales en las 5 incógnitas Q1, Q2, Q3, Q4 y Qo, con Va — Va y las capacidades 
como datos. Si Qo resultara negativa, querría decir que Va < Vp, en lugar de 
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lo originalmente supuesto. La capacidad equivalente entre A y B estaría dada, 
evidentemente, por el cociente 


o Qi + Qa 


CAB = vV 


1.17. El método de las imágenes eléctricas 


Esbozaremos aquí un método que puede ser útil para la resolución de algunos 
casos particulares, por ejemplo, problemas mixtos de conductores en presencia 
de cargas exteriores. Consideremos nuevamente el caso de un conductor esférico 
que lleva una carga total Qo (ver figura 1.61). 


n E E 
< > h PA > pe 
A A p 
+ + 6” 
g! = 
Q < Qo 
+ + 0 
+ 
V 
Figura 1.61 Conductor esférico con carga neta Qo y carga puntual en el centro de una esfera del mismo 
radio. 


Ya hemos visto que el campo eléctrico y el potencial en un punto exterior 
P es el mismo que el de una carga puntual de valor qo = Qo situada en el 
centro del conductor. Esto quiere decir que el campo, en los puntos exteriores 
al conductor, no se modificar“a si reemplazamos al conductor por una carga 
puntual, si lo hacemos de manera tal que la superficie que antes ocupaba el 
conductor siga siendo una superficie equipotencial con el valor inicial (ver figura 
1.61). En general, si tenemos un conductor de forma cualquiera que lleva una 
carga total Qo a un potencial Vo, y si por otra parte conocemos una distribución 
de cargas puntuales qi, q4 93, ..., para la cual la superficie equipotencial V = Vo 
coincide con la forma de la superficie del conductor, es posible reemplazar a 
este último por esa distribucion de cargas puntuales, sin alterar en absoluto 
el campo exterior a la superficie V = Vo. Esto se debe a la unicidad de la 
solución de la ecuación (1.64), con las condiciones de V = Vo sobre la superficie 
del conductor y V = 0 en el infinito. Esto tiene la gran ventaja de que el 
campo (o el potencial) de esas cargas puntuales estaría dado por la expresion 
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simple (1.14) o (1.39). Las cargas puntuales por las que podemos reemplazar 
al conductor (ver figura 1.62) se llaman ¿m “agenes eléctricas. No hay receta 
general para encontrar las imágenes eléctricas; en los casos simples es cuestión 
de “darse cuenta”. 


1 
4i 
E e E 
7 do--=- e 
P 2 FS P 
1 m Pa 
q; o” Es 
/ 
q¡0 
7 Q 
/ 0 E a 
Vo V=% 
Figura 1.62 Conductor de forma arbitraria con carga neta Qo e imágenes correspondientes q% ,9/2,..., Un 


(a, = Qo) que dan una superficie equipotencial igual a la superficie del conductor. 


Veamos un solo ejemplo: el caso de una carga puntual frente a un conductor 
plano conectado a potencial cero (ver figura 1.63). Recordando lo visto en la 
sección 1.10 respecto del potencial de un dipolo, el plano de simetría del dipolo 
es precisamente una superficie de potencial nulo (ver figura 1.27). 


V=0 Vio9=0 


imagen 


S 


Figura 1.63 Conductor plano, carga imagen, líneas de campo eléctrico, equipotenciales y fuerza 
sobre la carga real. 
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Reemplazando entonces el conductor por una única carga de signo opuesto a q, 
situada a —x de lo que era la superficie del conductor, volvemos a obtener la 
equipotencial V = 0 en la misma posici“on (ver figura 1.63). Todos los puntos 
a la derecha de S no se enterar“an del cambio (¡Unicidad!). Los puntos a la 
izquierda no nos interesan. Por lo tanto el campo y el potencial fuera del 
conductor serían los de un dipolo. En particular sobre la carga q actuaría una 
fuerza que la atrae hasta el conductor de valor 


le. SE 
a (y (1.83) 


Aquí se comprende claramente el porqué de nuestra exigencia de un paso al 
límite de la definición (1.5) de campo eléctrico: si queremos explorar el campo 
en las vecindades de un conductor, es necesario reducir al mínimo la fuerza 
atractiva (1.83), que nada tiene que ver con el campo que se quiere explorar, 
sino que se origina en la interaccion de la carga exploradora con el conductor. 
Lo que sucede en verdad al colocar una carga frente a un conductor plano es 
que en su superficie se inducen cargas de signo opuesto y de una densidad tal 
que justo anulan el campo a la izquierda, “tragando” las líneas de campo que 
inciden sobre el conductor. En la literatura hay abundantes ejemplos de casos 
mæ complicados que, invariablemente, se reducen a problemas geométricos y 
algebraicos. 


1.18. Energía electrostática 


Veamos ahora el concepto de energía de un sistema de cargas eléctricas 
puntuales en reposo. En general, en física se define como energía de un sistema 
de cuerpos interactuantes en un estado dado al trabajo total que se debe realizar 
“desde afuera”, o sea con fuerzas externas, para construir el sistema, partiendo 
de un estado inicial en el que todos los cuerpos componentes están dispersados, 
lejos uno del otro. Esta definicion s'do vale para casos en que las fuerzas de 
interacción entre los cuerpos son conservativas (o sea, deriven de un potencial 
escalar, sin disipaci“on): el trabajo en cuestion no dependería de la manera en 
que se construye el sistema. Adem'as el proceso sería reversible, es decir, el 
trabajo obtenido cuando se desarma el sistema sería el mismo que el trabajo 
que se provee para armarlo. Todo esto es intuitivo, pero aún impreciso para 
nuestro propósito. 

Como ejemplo concreto consideremos N cargas puntuales qi en reposo en 
respectivas posiciones r; (ver figura 1.64). Ese es el sistema en cuesti“on, y su 
estado es en equilibrio. Esto implica que además de las interacciones eléctricas 
entre las cargas, necesariamente deberán actuar interacciones de otro tipo que 
equilibren las fuerzas electrostáticas (ver nota al pie en la página 17). El proceso 
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de “armado del sistema” consiste en traer esas cargas del infinito, donde están 
ubicadas inicialmente. Durante este proceso la velocidad de las cargas debe 
ser despreciable en todo instante (proceso adiab “atico), para evitar conversion 
de trabajo exterior en energía cinética (y en este caso, en energía magnética, 
como veremos más adelante en la sección 3.12). Esto requiere que también las 
aceleraciones respectivas sean despreciables, o sea que el equilibrio de fuerzas 
debe ser mantenido durante todo el tiempo de armado, no solo en el estado 
final. Notese que son precisamente esas fuerzas exteriores equilibrantes cuyo 
trabajo (positivo o negativo) es el que entra en la definición de energía total. El 
car “acter conservativo de las fuerzas electrost “aticas (relaci“on (1.47)) garantiza 
que esa energía total sea independiente del orden y del camino en el que se han 
traído las cargas puntuales del infinito. 


Figura 1.64 Vectores de posicion absoluta y relativa para una distribucion de cargas puntuales. 


La energía del sistema de cargas puntuales en cuestion puede ser positiva 
o negativa. Si es negativa, al sistema se le da el nombre de sistema ligado: en 
ese caso el proceso inverso (el desarmado, en el que se dispersan las cargas 
componentes en el infinito) requeriría suministro de trabajo por las fuerzas 
exteriores equilibrantes (para romper la ligadura). 


Expresemos todo esto en forma matemática. Designando con fexi la fuerza 
externa total equilibrante sobre la carga puntual qi, con ri su posición final, y 
con Usis la energía del sistema, por definición tendremos 


Uss = Wa = Y f Siac del (1.84) 


cargas 


Las integrales contienen productos escalares a lo largo de las trayectorias 
(arbitrarias) de las cargas desde el infinito a sus posiciones finales en el sistema. 


Si llamamos finter la fuerza resultante de la interacción electrostática sobre la 
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carga qi, tendremos por definici“on Taa + Toa = 0 en todo instante y para 
cada carga puntual, y la energía del sistema también se puede expresar como 


Usis = Y / Finter - de (1.85) 


cargas 


Las integrales ahora se toman a lo largo de las trayectorias en la dispersi “on 
(desarmado) del sistema al infinito. 

Analicemos en detalle el proceso de construir un sistema de cargas puntuales 
en equilibrio, trayéndolas de a una del infinito. Para traer la carga qı no se 
realiza trabajo alguno. El trabajo requerido para traer la carga q2 es 


1 qq 
ÁTEO 121 


Wa = qa Va = 
Var es el potencial de la carga 1 en la posición de la carga 2. Al traer la carga 
q3 tendremos 


lqgqg, 1 qq 
Árreo r31 — ATEO 132 


W3 = q3 V21 + q3V32 = 


Siguiendo así, tendremos finalmente para el trabajo total, teniendo en cuenta 
que Tik = Tki, 


1 q2qı 1 q3q1  q3q2 

Mas 2 Wi — 4TEo ra | Áreo ( r31 T32 ) | 
el (= q2 2e) TN 
Arneo (ra ra ras) 

_ ql q2 g q4 

— 8TEO (2 r31 Ta 

q2 ( a B, 


8Treo \ri2 T32 T42 p ) 


43 ( qı q q4 


8TEO 113 T23 T43 


qa ( n e B 


8TEO 14 724 734 
Obsérvese la forma en que se ha factoreado q1, q2, .... Los paréntesis son 
simplemente los potenciales (1.39) que hay en los puntos 1,2,..., en que están 


situadas las cargas en el estado final, entonces, 


1 1 
Uzis = V } Ve ho) =-= ¿Vi 1.86 
1 + gV ) 321 (1.86) 
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Esta es la expresión general del trabajo que hay que realizar contra las fuerzas 
eléctricas para fabricar una distribucion dada de cargas. También representa 
el trabajo que entregan las fuerzas eléctricas si se destruye la distribuci“on 
dispers “andola hasta el infinito. 

A primera vista sorprende el factor 1/2. ¿Acaso la energía de una carga 
puntual en un punto donde el potencial es V no era, de acuerdo a la (1.37), 
igual a qV? Pero no se debe olvidar que el potencial V en cada punto donde 
hay una carga no existía inicialmente, sino que se iba formando a medida que 
se iban trayendo las otras cargas. Por ello, los potenciales que vieron las cargas 
qi cuando se las traía del infinito, no eran Vi sino de menor valor (en promedio, 
la mitad). 

Cuando en lugar de un conjunto de cargas puntuales discretas tenemos una 
distribucion continua de densidad p(x, y, z), podemos tratar a cada elemento 
de volumen cargado dq = p(x,y,z)0x dy 02 como una carga cuasipuntual y 
escribir la relacion (1.86) como una integral sobre el volumen Y ocupado por 
la distribuci “on, 


1 
U= z f ovas dy dz (1.87) 
20 
Teniendo en cuenta la expresion del potencial (1.40) obtenemos la integral 
séxtuple 
1 1 plz, y, 2) dx dy dz 
2 2 1. 
3 0002 / E dedyde (188) 
donde 


[rl = (1-0) + (y y*+ (2-2) 


Esta relacion se e escribir en forma bilineal compacta 


al fe PA sae z 5 yZ) dx dy dz dxz'dy'dz’ (1.89) 


Obsérvese la linda simetría con respecto a las coordenadas (x,y, 2) y (£5 y, 2”). 
Esto tiene consecuencias. Consideremos dos distribuciones continuas separa- 
das entre sí como en la figura 1.65. Sean pA(£TA, YA, ZA) Y PB(UB, YB, 2B) SUS 
densidades de carga (pa = 0 fuera del volumen A, pa = 0 fuera del volumen 
B). Como p = pA + pb, el integrando en la expresión (1.89) se compone de tres 
términos, a saber: 


= 2 


pPA(TA, YA, 2A)PALT'A, YA, ZA) A o PACTA, YA, 24) PB (UB, YB, ZB) A 
[ra — ria] [rB=ra] 
ps(28,y,2B)pB(2B,YB,2B) 


[rg — rip] 
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Examínese bien en la figura 1.65 lo que esas coordenadas son —en particular 
n'otese que los denominadores en el primer y tercer términos son en general 
mucho menores que los del segundo término. 


Figura 1.65 Esquema de dos distribuciones continuas separadas entre sí, donde puede apreciarse la relaci “on 
de tamaño entre diferencias de vectores posición r; — Py. 


Todo esto lleva al siguiente resultado para dos distribuciones cualesquiera 
separadas en el espacio: 


Usis = Ua + UB + UAB (1.90) 


en las que Ua y Ug son las autoenergías de cada distribución, del tipo 


Uauto = TE (y JAY 2) q) yy (1.91) 
E 


p=] 


integradas sobre el volumen de A o de B, respectivamente. Uas es la energía 
mutua 


Umutua = Uan = -j ] palta Ya, ZA)pB(TB, YB: ZE) 9), y (1.92) 


4TE0 [rg — ral 

Resaltemos el significado físico de cada una de estas cantidades. La autoenerg ía 
de una distribucion de cargas eléctricas es el trabajo necesario para construir 
la distribucion a partir de sus elementos constituyentes en ausencia de toda 
influencia electrostática externa (trayendo los “cubitos” de carga pôV desde el 
infinito, en nuestro caso). Como explicamos antes, el factor 1/2 aparece por el 
hecho de que en este proceso el potencial eléctrico en cada punto va variando 
desde cero hasta el valor final causado por la distribucion entera. 
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La energía mutua representa el trabajo necesario para colocar dos distribu- 
ciones “prefabricadas” lejos de influencias externas, en sus posiciones finales. 
No importa si ya tenemos A y traemos B (del infinito), o si tenemos B y traemos 
A; la superposición lineal del campo eléctrico y su carácter conservativo nos lo 
garantizan. Otro punto importante es el siguiente: si dentro de una distribución, 
la densidad de carga es una función continua, la autoenergía siempre es positi- 
va; Uauto > |Umutua] por efecto de la magnitud de los denominadores |r — r'| 
(variando desde casi cero para elementos vecinos, ver figura 1.65). Umutua puede 
ser negativa (energía de ligadura de dos distribuciones de signo opuesto), pero 
en valor absoluto nunca mayor que Ua + Up. 


Supongamos que ahora fabricamos una distribución de cargas en una región 
en la que ya existe un campo eléctrico. A este campo lo llamaremos campo exte- 
rior (puesto que nace en fuentes exteriores a la distribución, fijas de antemano). 
Sea Vexi (1) la función potencial de este campo, por un procedimiento análogo 
al anterior, es f'acil ver que la energía de la distribuciíon se compone ahora de 
sólo dos términos: el trabajo que hay que realizar para colocar la distribucion 
en ese campo exterior (y en el que no figura ningún factor 1/2 por existir Vext 
de antemano) 


Wext = y qk Vext,k (1.93) 
k 


y el trabajo que hay que realizar para fabricar la distribución en sí (autoenerg ía 
o energía propia) es 


Uauto = Wauto = iay: qk Vk (1.94) 
k 


Como ejemplo, sea un dipolo colocado en un campo exterior uniforme como se 
muestra en la figura 1.66. 


i E ert 
Vlt-g.cos0); Vta $cose) 


Figura 1.66 Dipolo en presencia de un campo eléctrico externo. 


La energía propia del dipolo será 


q? 


U auto = — 
4TE0a 
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El signo negativo indica que al formar este sistema se recibe trabajo de las fuer- 
zas eléctricas (mutuamente atractivas), o que al destruir un dipolo es necesario 
suministrar trabajo de fuerzas exteriores. Obsérvese que en esta expresion no 
aparece el producto (1.19) p = qa; por lo tanto la autoenergía de un dipolo 
rigurosamente puntual (a —> 0) ¡será infinita! En cambio, la energía del dipolo 
en el campo exterior sería (ver figura 1.66) 


Wext = +4 V (z+ > os) -qV (x — $ cos0) 


TT =-—p:E (1.95) 


Aquí sí vuelve a aparecer la magnitud p, que representa el dipolo en todos 
sus aspectos de interacción con otros sistemas. La (1.95) también valdrá por lo 
tanto para un dipolo puntual en un campo exterior cualquiera. Obsérvese que si 
p L E (dipolo orientado perpendicular al campo), Wext = 0. Un dipolo puntual 
tiene energía propia infinita pero energía en un campo exterior finita. El infinito 
de la energía propia no molesta si sólo estamos interesados en desplazamientos 
del dipolo en campos exteriores, o sea, si consideramos al dipolo como una 
unidad inalterable que siempre existió y seguirá existiendo como tal. 

Si en lugar de un conjunto de cargas puntuales tenemos un conjunto de 
conductores en equilibrio que llevan cargas Q; y potenciales V;, la (1.86) nos 
expresar ía la energía electrost “atica de ese sistema de conductores. Pero en ese 
caso las Qk y Vk no serán más independientes entre sí. Por la (1.71) tendremos 


1 1 1 
Usis = 52.0 = 52.0 2 Par = 3 2 2 PaQ:Qr (1.96) 


La energía de un sistema de conductores depende por lo tanto bilinealmente de 
las cargas de los mismos. También podemos expresar la energía de un sistema 
de conductores en términos de los potenciales. Usando la (1.73), la (1.96) se 
convierte en 


Usis = ! 2 2 Cin ViVe (1.97) 


Ahora estamos en condiciones de demostrar que Pik = Pki, igualdad que 
llevaba a la importante relación (1.74). Hagamos variar la carga del conductor 
1 en 4Q1. Entonces, la energía total del sistema variará según la relación 


Usis o 
jo O = gg E 2,2, P0 o) Q 
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Es facil verificar que 


50 k ` ` hagas) = 3 (Pa + Pii) Qi 
k 


i 1 


es decir, 


1 
0Usis = 


2 ` (Pa + Pu) Qi 


2 


óQi 


Pero también podemos calcular dUsis como el trabajo ôW de traer la carga 
infinitesimal ôQı desde el infinito y colocándola sobre el conductor 1 al potencial 
Vi, 


dUsis = AW = 0Q1V1 = ôQı ` PuiQi 


Ambas expresiones para ôUsis deben ser iguales, 
Piu + Pa 
2 PuQi = D (==) Qi 


Cualesquiera que fuesen las cargas Qi. Por lo tanto debe ser 


Pu = = (Pa + Pr) 


N| = 


es decir, 
Pi = Pa 


Lo mismo se deduce para cualquier par genérico Pik. 


Cuando tenemos un solo conductor, teniendo en cuenta la (1.65), la (1.86) 
se reduce a 


1 Dos 
Usis = A = ¿eV ES (1.98) 


En el caso de dos conductores, teniendo en cuenta las (1.72) y la (1.74) tenemos 


1 1 1 1 
Usis = ¿QU + ¿qa = zOuVv + 502V + C12 V1 V2 
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Para el caso del capacitor, la energía electrostática del mismo será, en vista 
de la (1.76) y la (1.77), 


Usis =0V T ZCa vi > CVV 
1 1 
=>0Vi a CA V? — OVV 
VA Va a 


2 


Si C” 0, como sucede con los capacitores de uso común, se tiene 


Usis = CU =W) === (1.99) 


1.19. Sistema de fuerzas sobre conductores en interacción electrostática 


Las relaciones (1.86)-(1.99) son muy importantes por cuanto permiten de- 
terminar las fuerzas y momentos resultantes que actúan sobre sistemas o partes 
de sistemas formados por cargas aisladas y conductores rígidos. 


Sea un sistema de conductores indeformables aislados (ver figura 1.67) que 
llevan las cargas constantes Q1, Q2, Q3,.... 


Figura 1.67 Sistema de conductores aislados que llevan cargas constantes. 


La energía del sistema será, de acuerdo a la (1.96), 


1 
Usis = 322 PAQOQ 


i 
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Si ahora desplazamos al conductor Qı en dx: (traslacion pura) la resultante 
Ri de las fuerzas eléctricas, sobre el conductor 1, realiza un trabajo We = 
Rz 0x1, en el que Rz, es la componente según la dirección del desplazamiento. 
Este trabajo debe ser provisto a expensas de una disminucion de la energía 
electrost “atica total, puesto que como los conductores llevan cargas totales 
constantes, no hay otra energía en juego. Entonces, 


dUsis + We = 0 JW. = —0Usis (a cargas constantes) 


Como Usis depende de la posicion del conductor 1 a través de los coeficientes 
Pik tendremos 


OU sis 
dU sis = aaa 
Por lo tanto, 
Rz 0x1 = ¿a 
j Ox1 
Como esto vale para cualquier desplazamiento infinitesimal, 
oW 
Rr, = 0% E (1.100) 


Aquí hemos añadido el símbolo q = cte. a efectos de dejar claro que las cargas 
de los conductores se mantienen constantes (conductores aislados). 


Con un razonamiento semejante deducimos que el momento resultante 
alrededor de un eje sería 


(1.101) 


q=cte. 


donde da1 es una rotación infinitesimal del cuerpo 1 alrededor del eje en cuestión 
(recuérdese que Muda representa el trabajo infinitesimal de las fuerzas de 
momento resultante M, en una rotación infinitesimal da). En estas relaciones 
debemos usar la expresion (1.96), en la que los coeficientes Pix se consideran 
como funciones de las variables xı o q11, respectivamente. 


Las (1.100) y (1.101) evidencian la utilidad fundamental del concepto de 
energía electrost “atica: las derivadas respecto de las coordenadas cartesianas y 
angulares, cambiadas de signo, nos proveen las componentes correspondientes 
de las fuerzas y momentos respectivos. Esto sólo vale bajo la expresa condición 
de que en los desplazamientos correspondientes no haya en juego energía de 
otro origen. 


31Despreciaremos la eventual disipación de energía en forma de calor en toda reorganización 
de cargas superficiales en un conductor. 
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Sea ahora el caso en que los conductores, en lugar de llevar cargas constantes, 
sean mantenidos a potencial constante Vi, V2, ..., conect “andolos conveniente- 
mente a baterías. Al desplazar al conductor 1 en óx1 variar “an en general las 
cargas de todos los conductores, para asegurar un potencial constante sobre cada 
uno de ellos. Esas cargas adicionales deberán ser provistas por las baterías, que 
por lo tanto deberán realizar un trabajo total 9Wg de origen no electrostático, 
y para el que vale una relacion del tipo (1.93), 


ôWB = S AQV: (1.102) 
k 


En esta expresión 9Q; son las variaciones de carga (infinitesimales) necesarias 
para mantener todos los conductores a potenciales constantes cuando se lo 
desplaza al conductor 1. Las baterías constituyen por lo tanto una fuente 
exterior de energía, que se convertiría tanto en energía electrost “atica como en 
trabajo de fuerzas eléctricas 


ôW B = ÔU sis + W. 
es decir, el trabajo de las fuerzas eléctricas sería en este caso 
JW. = —Usis +9WB (a potenciales constantes) 


Observamos ahora que, usando la (1.86), 


1 1 
dUsis = ze > av) =a dé (por ser V constante) 


O sea, la energía provista por las baterías debe ser 


SWB => Qk Ve = 20Usis 
k 


de este modo queda 
We = +0Usis (a potenciales constantes) 


De esta relación deducimos, por un camino análogo al seguido para las (1.100) 
y (1.101), 


OUsis 
r= 1.1 
Rz = + ae u (1.103) 
OUsis 
Ma- = 1.104 
da V=cte ) 
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En estas expresiones es necesario expresar la energía del sistema en la forma 
(1.97). Ahora son los coeficientes Cik los que se deben considerar funciones de 
la posicion de los conductores. 

Es muy importante tener bien claro el significado físico del cambio de signo 
en las derivadas de Usis: si los conductores son aislados, manteniendo sus cargas 
constantes, todo trabajo entregado por el sistema es a expensas de la energía 
electrostática (de ahí los signos negativos en las (1.100) y (1.101)). Si en cambio 
los conductores se mantienen a potencial constante, hay una entrega adicional 
de energía provista por una fuente de energía externa al sistema: las pilas. Por 
lo tanto, para “pagar” por el trabajo de las fuerzas electrost “aticas, no hace 
falta sacarle tanto a la energía electrost “atica -las pilas contribuyen también-. 
Mæ aún, el signo positivo en las (1.103) y (1.104) indica el hecho aparente- 
mente curioso: cuando un sistema de conductores a potencial constante entrega 
trabajo mecánico, su energía electrostática aumenta. Ambas contribuciones son 
provistas por las pilas en su af'an de mantener a los conductores a potencial 
constante. Las (1.100), (1.101), (1.103) y (1.104) son importantes para el cálcu- 
lo de sistemas de fuerzas sobre conductores en equilibrio. Nos servirán asimismo 
para comprender mejor el problema de la energía magnética y la definicion 
de energía magnética en un sistema de corrientes eléctricas estacionarias (ver 
sección 3.12). 

Veamos tres ejemplos ilustrativos. Sean las dos armaduras de un capacitor 
plano como el de la figura 1.68. 


Figura 1.68 Fuerza total R, sobre la placa de un condensador plano. 


Mantengámoslas a carga constante y calculemos la fuerza de atracción entre las 
dos placas en funcion de su distancia x. La energía electrost “atica del sistema 
es, según la (1.99) y teniendo en cuenta la (1.80), 


D RA A 
© 2C 2&8 
Aplicando la (1.100), 
2 
mas G sa 
Ox 205 
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Obtenemos una fuerza de atrac- 
don que es independiente de la dis- 
tancia x entre las placas (esto se ex- 
plica teniendo en cuenta que a carga 
constante el campo E = 0/20 es in- 
dependiente de x —recuérdese que en 
realidad estamos considerando un ca- 
pacitor “infinito”, S > a”). El traba- 
jo que entrega el sistema cuando las 
dos placas se acercan hasta tocarse es 


0 0 2 
lq 
w= f Rede == f Se ) ii 


Sr = Us Figura 1.69 Capacitor de placas paralelas conectado a 
2 Eos una batería. 


Este trabajo es provisto exclusivamente por la energía electrostática del sistema 
de las dos placas cargadas. 


Calculemos ahora el caso del mismo capacitor, pero en el cual las armaduras 
se mantienen a potencial constante. Ello se logra conect “andolas a una batería 
que constituye una fuente de energía exterior. 


En este caso debemos expresar la energía electrost “atica en funcion del 
potencial en la forma (ver figura 1.69): 


Eos 


2 
P 


U. l oy? 
eTa = 


Para hallar la fuerza Ry es necesario usar ahora la (1.103): 


Nuevamente obtenemos una fuerza de atracción, ¡Pero esta vez es inversamente 
proporcional al cuadrado de la distancia! Esto se explica teniendo en cuenta que 
ahora el campo E = V/z aumenta al disminuir la distancia x y que también 
la carga crece al decrecer x, siendo suministrada por la pila para mantener el 
potencial constante. El trabajo que entregaría el sistema si las dos placas se 
acercaran hasta tocarse sería ahora infinito: 


0 
w=/ Re dx = 00 
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Obsérvese en general que al acercar las placas se obtiene trabajo positivo del 
sistema, habiendo simultáneamente un aumento de la energía electrostática del 
sistema. Ambas cosas son provistas por la fuente exterior de energía: la pila. 

Ambos ejemplos nos muestran que la ley para la fuerza de atraccion entre 
las armaduras depende del hecho de que estas se mantengan a potencial o carga 
constante (o sea, de que haya o no una fuente extra de energía). 

Nuestro último ejemplo corresponde al caso de un voltímetro electrostático. 
Este instrumento consta, en esencia, de un capacitor variable de la forma que 
se muestra en la figura 1.70. 


Figura 1.70 Esquema de un voltímetro electrostático. 


Se trata de un sector circular metálico que gira alrededor de un eje AB in- 
troduciéndose en la cavidad de un conductor de forma semejante. La capacidad 
del capacitor formado entre esos dos conductores sería, en primera aproxima- 
d'on, proporcional a la superficie introducida, o sea, al “angulo au: C = Coa. 
Manteniendo las dos armaduras a potencial constante, actuará sobre el sector 
giratorio una cupla de valor dado por la (1.104): 


OU 9 ( 2) 


Meda ba q 2 


Si se agrega una cupla restitutiva de constante k, se obtendría para un dado 
potencial, una posición de equilibrio definida por la relación 


_Cov” 


k 
Q0 ) 


Este no es un instrumento absoluto; ademas, es s'odo adecuado para medir 
potenciales relativamente elevados. Hay, sin embargo, dispositivos que se ba- 
san en este principio, y que permiten medir potenciales con mucha precisi “on 
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(electrómetro a cuadrante). En el capítulo 2 veremos cómo utilizar correctamen- 
te un voltímetro, con mínima perturbación del sistema que se quiere estudiar. 


1.20. Densidad de energía del campo eléctrico 


Vamos a deducir ahora una expresión conceptualmente importante que nos 
conecta en forma directa la energía electrost “atica con el campo eléctrico. Sea 
un conductor a potencial Vo, que lleva una carga Qo y consideremos un tubo de 
líneas de fuerza que parte del elemento de superficie 950 (figura 1.71). Hallemos 
la integral f E -d£ a lo largo de ese tubo desde el conductor hasta el infinito. 
De acuerdo a la (1.35) faubo E dE = Vo (Væ = 0). 


Figura 1.71 Conductor a potencial Vo con el tubo de líneas de campo a lo largo del cual se integra. 


Pero a lo largo de ese tubo, por definición E || d£ o sea fabo E-dl = $, E| [dl]. 
Multipliquemos y dividamos el integrando por la cantidad || |dS| en la que 
ldS| es la sección normal al tubo en cada punto. Por lo visto en la sección 1.11, 
esa cantidad, el flujo de E, es constante a lo largo del tubo e igual a su valor 
E00S en la superficie del conductor. Por lo tanto, 


a EdS = 1 2 a 1 2 
V= Jei t na E deds = SS Je dV 


tubo tubo tubo 
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dV es un elemento de volumen del tubo en cuestion, por lo tanto, 


f E? dV = VoE0óS0 = Vo Eo - óSo 


tubo 


Hemos puesto el producto escalar, ya que Eo siempre es paralelo a ôSo en 
la superficie del conductor. Sumemos ahora sobre todos los tubos de secci“on 
infinitesimal que parten de la superficie del conductor: 


do, f av= | Eav = Boas. 
l tubo 1 todo el conductor 
espacio 


La integral superficial representa el flujo del campo eléctrico a través de la 
superficie del conductor. Teniendo en cuenta la propiedad integral (1.50) obte- 
nemos 

Qo 


/ E’ dV = W 
00 E0 


Reemplazando Vo(Yo por 2Ue (1.98), queda finalmente 


Ue = > E? dv (1.105) 


Es fácil demostrar mediante un procedimiento análogo que la (1.105) es válida 
en general para el caso de muchos conductores y en presencia de distribuciones 
de carga arbitrarias. 


Llama la atencion que esta última relaci“on siempre es positiva, mientras 
que hemos visto que la energía electrostática de un sistema también puede ser 
negativa (sistemas ligados, como el dipolo eléctrico). ¿Es esto una paradoja? 
No, la aparente contradicción se basa en el hecho de que cuando se dice que “la 
energía de un sistema es negativa”, en realidad uno se refiere a un sistema de 
componentes, cada una de las cuales ha sido prefabricadas, o sea, ya preexistentes 
en el infinito (recuérdese lo dicho en la página 89). La relación (1.105) incluye 
la autoenerg ía de todas las cargas, incluso las que hay en cada “cubito” ôV. 

El hecho de que la energía electrostatica de un sistema siempre se puede 
expresar como una integral sobre el campo eléctrico de ese sistema, se interpreta 
diciendo que la energía electrost “atica reside en el campo eléctrico, con una 
densidad 

ue ==E* (1.106) 


En electrost “atica no tiene sentido físico preguntarse si la energía realmente 
reside en el campo (o sea, en el vacío que rodea a los conductores y las cargas), 
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o si tiene su asiento en las cargas eléctricas, como lo implicar ía la relación (1.89). 
Esto se debe a que en electrostática, ambos entes están invariablemente ligados 
entre sí. Recién en electrodin amica, en la que aparecen campos eléctricos de 
radiación temporalmente desconectados de sus fuentes (las cargas), se muestra 
que la imagen de la energía residente en el campo es la más intuitiva, y que lleva 
a la descripción Maxwelliana “mecanicista” del electromagnetismo (considerar 
el vacío con un campo electromagnético como un “medio elástico” ). 

La relación (1.105) puede ser más conveniente que la (1.86) para el cálculo 
de W. Verifiquémosla en el ejemplo de un capacitor plano de área S y distancia 
entre placas x. Teniendo en cuenta la (1.33), la densidad de energía del campo 
eléctrico será 


ug E 
2 280 
La energía total (1.105) es entonces 
2 2 
T Q 
Us= SES 
2€0 7 2e0S $ 
Expresándola en función del potencial obtenemos en cambio 
eoS_ o1 
Ue = 22 y da 
2 £ 


Volvemos a obtener expresiones idénticas a las encontradas a partir de la (1.99). 


1.21. Propiedades electrostáticas de la materia: planteo general del pro- 
blema 


Hasta aquí hemos estudiado las interacciones electrost “aticas entre cargas 
eléctricas o conductores electrizados en el vacío. Se comprueba experimental- 
mente que la presencia de materia altera apreciablemente la interaccion entre 
ellos. 


Consideremos un campo electrost “atico en el vacío, como el producido por 
un conjunto fijo de cargas dadas que denominaremos campo eléctrico externo 
Eext. Si ahora introducimos cuerpos materiales inicialmente libres de cargas 
eléctricas, y esperamos que se establezca nuevamente un estado estacionario, 
comprobamos que el campo eléctrico se habrá modificado. Como por hipótesis 
las fuentes del campo externo son siempre las mismas, ello querrá decir que al 
campo externo se le habría superpuesto un campo Ema cuyas fuentes deben 
estar en la misma materia de los cuerpos que se han introducido. El campo 
resultante en el interior de la materia será entonces 


Ent = Eext + Emat (1.107) 
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En esta expresion, Eext es el campo de las fuentes externas representadas 
por cargas que se hallan directamente bajo nuestro control. Por ello las de- 
nominaremos cargas libres. Ema es el campo eléctrico adicional que aparece 
espont “aneamente al introducir la materia, y cuyas fuentes necesariamente de- 
ben estar en el medio material. A estas cargas, que no son controlables en forma 
independiente, las denominaremos cargas de polarización. Por el momento no 
nos interesa su origen molecular o atomico; s'do estamos interesados en una 
descripci“on fenomenol “ogica con un modelo que nos reproduzca correctamen- 
te el comportamiento macrosc “opico del campo electrost “atico en presencia de 
materia. 


En realidad, ya conocemos este tipo de comportamiento para un determina- 
do tipo de materiales: los conductores. Efectivamente, las cargas que aparecen 
sobre un conductor inicialmente descargado al introducirlo en un campo eléctri- 
co exterior no son otra cosa que las inducidas sobre su superficie. En este 
caso, el campo Ema tiene su origen en estas cargas superficiales, y es preci- 
samente aquel que anula la expresion (1.107) en cualquier punto interior del 
conductor en equilibrio (seccion (1.13)). Esta propiedad característica de un 
conductor, expresable en la forma sencilla Eint = 0, nos ha permitido estudiar 
el comportamiento electrostático de estos cuerpos en forma relativamente sim- 
ple. No hace falta ninguna constante caracter ística adicional para describir el 
comportamiento electrostático de un conductor, una vez alcanzado el equilibrio 
electrostático. 

Nos toca ahora estudiar específicamente el comportamiento de cuerpos no- 
conductores llamados dieléctricos. El problema que surge de inmediato es que 
en este caso ya no conocemos más de antemano el valor del campo eléctrico en 
su interior, como ocurría con los conductores en equilibrio (Eint = 0). 

Volvamos a los vectores que aparecen en la (1.107). La relaci“on integral 
fundamental (1.51) será, para cada uno de ellos 


$ Edo Ulibre 
y 


E0 
f Emat * ds = dpo 
y E0 
es decir, 
1 
$ Eint s dS = — (dis + qpoi) (1.108) 
y E0 


donde qire es la suma de las cargas libres (controlables a nuestro gusto) en- 
cerradas por la superficie cerrada de integracion X, y qpa es la suma de las 
cargas de polarizaci“on que aparecen en el medio dentro de X. El problema 
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fundamental consiste entonces en determinar las fuentes q,. que aparecen en 
un dieléctrico cuando este se introduce en un campo eléctrico exterior. Para ello 
será necesario explorar de cerca lo que pasa con el campo eléctrico en el interior 
del dieléctrico. Sólo nos interesa aquí el campo eléctrico macroscópico, o sea, un 
promedio espacio-temporal sobre el campo (real) microsc “opico, determinado 
por la estructura atómica y molecular. 

¿C“omo podremos determinar ese campo macrosc “opico en el interior de la 
materia? Hay en esencia dos métodos posibles: 


1. Experimentar con magnitudes físicas que no dependen del valor del campo 
eléctrico en puntos dados, sino que estén determinadas por una integral 
del campo sobre una region del espacio que incluye el medio a estudiar. 
Una magnitud así está representada por la diferencia de potencial (1.35): 
ôV = Ve — Va = — f,p E : dl. Si por ejemplo interponemos un medio 
dieléctrico entre las armaduras de un capacitor cargado, la diferencia de 
potencial entre las mismas estaría determinada por la integral (1.35) del 
campo macroscópico que hay en el interior de la materia. Si el medio es 
homogéneo e isótropo y llena totalmente el espacio entre las armaduras de 
un conductor plano, el campo E, cualquiera que sea su valor, será uniforme 
y se lo podría sacar fuera de la integral (1.35). En estas condiciones de 
simetr ía, la diferencia de potencial entre las armaduras del capacitor es 
proporcional al campo en el ¿interior del medio: V = Eintd. La medici “on 
de esta diferencia de potencial representa entonces una medición indirecta 
del campo macrosc “opico en el interior de la materia (¡bajo condiciones 
sumamente restringidas! ). 


2. Abrir pequeñas cavidades en el interior del medio y medir el campo 
eléctrico en el vacío en las mismas usando una carga puntual de prueba. 
El problema que surge inmediatamente es que el campo en el interior 
de la cavidad depende de su forma y de su orientacion por pequeñas 
que sean sus dimensiones. A pesar de todo, vamos a ver que es posible 
introducir cavidades de forma patrón, con las cuales se puede sondear el 
campo macrosc “opico que existe en el interior del medio. 


1.22. Caso de capacitores con un medio isótropo y homogéneo 


Comencemos por el método 1 de la seccion anterior. Consideremos un 
capacitor plano cargado con una densidad “libre” o = q/S (ver figura 1.72 
izquierda). El campo entre sus armaduras es, de acuerdo a la (1.33) Eext = 0/20, 
y la diferencia de potencial entre las armaduras sería 


Vo = Eext d = FE Ekg 
E0 E08 
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La capacidad será, considerando la ecuación (1.80), Co = q/Vo = £0 S/d. Llene- 
mos ahora el espacio entre las armaduras con un medio isótropo y homogéneo 
(ver figura 1.72 derecha). 


Figura 1.72 Capacitores planos sin y con dieléctrico a potencial Vo y V, respectivamente. 


El campo entre las placas ya no sea mas Eext (aunque su configuraci'on 
geométrica se mantendrá), por ello el potencial y la capacidad serán diferentes. 
Si medimos el valor del potencial con un electrómetro, se comprueba que, man- 
temiendo el capacitor a carga constante, el cociente entre el potencial Vo para el 
caso de vacío, y el potencial V que aparece cuando introducimos un medio, es 
una constante que s'do depende del medio en cuesti“on, siendo independiente 
del capacitor en sí, 


vo Y 


ds z 


V =***= Er (1.109) 


capacitor 1 capacitor 2 


Esta constante €r, que es un número puro, se denomina “permitividad 
eléctrica relativa” del medio en cuestion; es una característica que describe el 
comportamiento electrost “atico del dieléctrico. Lo notable es que la (1.109) se 
cumple para cualquier tipo de capacitor (plano, cilíndrico, esférico, etc.) con 
tal de que el medio sea homogéneo, isótropo y llene totalmente el espacio entre 
las armaduras. Algunos valores típicos de £r están dados en la tabla 1.1. 


Medio Er 
Aire 1,00054 
Papel 3,5 
Porcelana 6,5 
Agua 78 
Di”oxido de titanio 100 


Tabla 1.1 Valores típicos de permitividad eléctrica relativa para algunos materiales 
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El valor de e, es siempre mayor que 1; es una función lentamente decreciente 
de la temperatura. Teniendo en cuenta la relación lineal entre potencial y campo 
para el caso del capacitor plano, deducimos de la (1.109) que el campo eléctrico 
en el interior del medio Fint debe ser €r veces menor que el campo que había 
en ausencia del medio, si se mantiene constante la carga del capacitor, 


1 
Eint = — Dext (1.110) 


De acuerdo a la relacion (1.107), esto significa que el campo eléctrico Emat 
debido al dieléctrico siempre es opuesto al campo externo Eext. Por eso, a E mat 
también se lo llama campo despolarizador. 

En el caso de un capacitor no plano (cilíndrico, etc.) en el que el campo no 
es homogéneo, sigue valiendo la igualdad (1.110) en todo punto del medio, 


Vo E J Eext dl nE f Eext de EE 
V o f Eim dl o f Ecxt/Er dl o 
Volvemos a insistir en que todo esto vale si el medio es homogéneo, isótropo y 


llena totalmente el espacio entre las armaduras del capacitor. Para el caso del 
capacitor plano, la (1.110) nos lleva a la relación 


Er 


1 
a A (1.111) 
Er Er€0 E 
donde la magnitud 
E = Er€0 (1.112) 


que aparece muy a menudo, se denomina permitividad eléctrica del medio. 
Tiene las dimensiones de £o. Como para el caso del vacío er = 1, eo ha recibido 
el nombre horrible de permitividad eléctrica del vacío. Obsérvese que siempre 
vale € > ego. 

Volvamos al caso del capacitor plano. Tomemos el flujo a través de una 
superficie cilíndrica cerrada que intercepta la armadura positiva en la forma 
indicada en la figura 1.73. 


ôS 
E=0 
armadura 
O + + +E + + + + + + + 
Opol 7 > 1 ; 
pe ¡ ] medio 
i $ 
E=4E 
5 0 


Figura 1.73 Superficie cilíndrica cerrada en el límite de un capacitor plano. 
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Por la tercera de las (1.111) tendremos 


1 
E. dS = Eint ôS = — (qune sf dooi) 
cilindro E0 


Las cargas libres Quse son las cargas +005 interceptadas por el cilindrito 
sobre la armadura. Como se demostrara m'æ adelante (ver p'agina 118), las 
cargas de polarizacion deben estar sentadas sobre la superficie del dieléctrico. 
Su valor total es 

por = eo in0S — 00S 


Usando la ecuaci“on (1.111) para reemplazar el valor del campo en el interior 
del medio obtenemos 


doo = 209 E (1 E z] 0óS 


Como 1 — e0/s£ > 0, la carga de polarizacion es de signo opuesto al de ø y 
corresponde a una densidad superficial 


PAZ (1 — 2) o (1.113) 
E 
Esto confirma que en un dieléctrico, el campo que se origina en las cargas de 
polarización es de sentido contrario al campo externo gobernado por las cargas 
libres, a nuestro control. Recalcamos que por el momento no nos interesa si las 
cargas de polarizacion realmente existen, lo único que hemos comprobado es 
que “todo sucede como si” sobre la superficie del dieléctrico aparecieran estas 
cargas superficiales. 

Es evidente que sobre la otra cara, en contacto con la armadura inferior, 
aparecerá una densidad de polarización igual pero de signo opuesto (ver figura 
1.74). Obsérvese además que siempre lo,.,| < lol. 


FO: 
79 Opol 


Figura 1.74 Cargas de polarizacion en las armaduras de un capacitor. 


Es f'acil comprobar que la (1.113) vale también para el caso de capacitores 
cilíndricos, esféricos, etc. a. es siempre la densidad de carga libre (controlable 
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desde el exterior) sobre una armadura, y Cpa, es la densidad de carga de po- 
larizaci“on (que aparece “automaticamente” por las propiedades internas del 
medio) sobre la superficie del medio en contacto con esa armadura. 
De la relacion (1.109) y teniendo en cuenta la definicion de capacidad, 
obtenemos r y 
A E (1.114) 
Co  q/Vo £0 
es decir, la capacidad de un capacitor aumenta €r veces si se lo llena totalmen- 
te con un dieléctrico de constante relativa €r. Esto vale para cualquier tipo 
de capacitor y nos proporciona el método mías simple para medir constantes 
dieléctricas. 
Estudiemos ahora lo que sucede cuando mantenemos las armaduras a po- 
tencial constante, conect “andolas a una batería como en la figura 1.75. 


A 
V-=— 


-0 — 


Figura 1.75 Capacitor con dieléctrico conectado a una batería. 


Al introducir un dieléctrico se modificaría la densidad de carga ø sobre las 
armaduras del capacitor, mientras que la diferencia de potencial permanece 
constante. Efectivamente, como ahora el campo en el interior del medio es 
necesariamente igual al campo que había en ausencia del mismo (V/d = cte.), 
la batería debe enviar cargas adicionales a las armaduras del capacitor para 
compensar el efecto contrario de las cargas de polarizaci“on (1.113) sobre el 
dieléctrico. 

Teniendo en cuenta la (1.114), es facil comprobar que la relacion de las 
densidades de carga (o de las cargas totales) serían en este caso 


o q CV 


o q K 


A (1.115) 


valiéndose todo esto para el caso del dieléctricos que llenan totalmente el espacio 
entre las armaduras del capacitor. 

Consideremos un capacitor mantenido a carga constante y llenémoslo suce- 
sivamente con dieléctricos estrictamente paralelos de constantes £1, €2, E3, ... 
(figura 1.76). 
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E; Á 
-0 


Figura 1.76 Capacitor de placas paralelas mantenido a carga constante, lleno con materiales dieléctricos. 


Teniendo en cuenta las (1.110) y (1.112), tendremos 


E0 E0 E0 
El == ext» Ez A ext» Ez == ext» 
El EZ E3 
o sea, 
e1B1 = e2E2 = e3 E3 =>: = eo Eext (1.116) 


Esto sugiere que se defina un vector 
D = €E = c0oEext (1.117) 


que es independiente del medio, dependiendo s'do de las cargas libres (sobre 
las armaduras del capacitor) que definen a Eext. Pero mucho cuidado: esto 
último sólo valdría para el caso de un capacitor totalmente lleno con el medio 
en cuestión. Si el dieléctrico tiene una forma arbitraria sin simetrías especiales, 
la (1.116) no se cumple y D dependerá del medio y de su forma geométrica. 


El vector D, llamado desplazamiento eléctrico, carece de significado físico 
pues no describe ninguna propiedad física general del comportamiento de la 
materia (la (1.116) ¡s“olo vale en un caso muy especial! ). Se lo sigue mencio- 
nando por razones puramente hist “oricas, y a veces se lo usa por razones de 
comodidad en aquellos casos prácticos especiales en los que es legítimo hacerlo. 
Las unidades de D son, en el Sistema Internacional, C/ m’. Obsérvese que en 
el caso de un capacitor plano, D = ø. Volveremos al vector desplazamiento en 
la última sección. 


Analicemos finalmente la energía electrost “atica del sistema formado por 
un capacitor que contiene un dieléctrico de constante e. Usemos para ello la 
relacion (1.99), teniendo en cuenta la (1.114). Si las armaduras del capacitor 
llevan una carga q constante, obtenemos 


Las - tard 1 
= = == 1.118 


Us 
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donde Uo es la energía electrostática del capacitor sin dieléctrico, Uy es la energía 
del mismo capacitor después de haber introducido el dieléctrico, manteniendo la 
carga constante. Por lo tanto esta energía es menor que la energía del capacitor 
en vacío. 

El trabajo total W. que realizan las fuerzas eléctricas sobre el dieléctrico 
al se introducido en el capacitor, es provisto a expensas de la disminucion de 
energía electrostática del sistema, ya que no hay otra conversión de energía en 
juego, 

Er— 1 q’ 
We = —AU = — (Uy — Uo) = ———> 
2er Co 
Esta cantidad es positiva, indicando que las fuerzas eléctricas entregan trabajo 
cuando el dieléctrico se introduce en ese capacitor —y lo hacen a expensas de 
una disminución de la energía electrostática. 


Si en cambio el capacitor se mantiene a potencial constante por medio de 
una batería, la carga de sus armaduras aumentara de acuerdo a la (1.115) al 
introducirse el dieléctrico. Las cargas adicionales deben ser suministradas por 
las baterías. La energía electrostática del sistema capacitor + dieléctrico, será 


1 
Uy = CV? = ¿ECoV? si (1.119) 


Esto quiere decir que ahora la energía electrost “atica del capacitor ha au- 
mentado al introducir el dieléctrico. Lo que sucede es que en este caso hay una 
fuente externa de energía (la batería) que provee lo necesario para aumentar la 
energía electrostática del sistema y para entregar trabajo a través de las fuerza 
eléctricas. 


Consideremos un ejemplo. Sea un capacitor de superficie total S, con un 
dieléctrico que se puede desplazar libremente como indica la figura 1.77. 


£ 


Figura 1.77 Capacitor con dieléctrico que se desplaza 
libremente, y circuito equivalente. 
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Despreciando los efectos de campo inhomogéneo en el borde izquierdo del 
dieléctrico y en la terminación de las placas del capacitor (lo que implica x > d 
y £ > d), el sistema en cuesti“on evidentemente equivale al de dos capacitores 
en paralelo de capacidades 


E0S Er 
d € 


La capacidad total del sistema sería entonces, de acuerdo a la (1.81), 


OM = 


ada E i 


G 13| =0 f1 +e--1)5] 


£ 

donde Co es la capacidad del capacitor en vacío. Si las armaduras se mantienen 
a carga total constante, la fuerza resultante sobre el dieléctrico, en la dirección 
de x, se calculará a partir de una relación del tipo (1.100), 


O ES] na Er— 1 


01 120] 20.1 + (8 eA 


ðU 


mae 


q=cte. 


Esta fuerza resultante atraería el dieléctrico hacia adentro del capacitor; es 
función decreciente de z. 

Si el capacitor se hubiera mantenido a potencial constante mediante una 
batería, esta actuaría como una fuente adicional de energía, y la fuerza resultante 
debería calcularse con una relación del tipo (1.103), 


A E O NES O 
V =cte. Ox E ) 2 f l 


oU 
h=+5 


en donde la fuerza atractiva resulta independiente de la posición del dieléctrico. 


1.23. Vector polarización; ecuaciones integrales en presencia de 
dieléctricos 


Para saber qué pasa en el caso general de un dieléctrico de forma arbitraria, 
es necesario investigar el proceso físico local que ocurre en el medio cuando 
es sometido a un campo eléctrico exterior. Sin necesidad de entrar en el de- 
talle de los procesos at“omicos en sí, es posible descubrir el comportamiento 
microsc “opico de la materia con un modelo, en forma fenomenol “ogica comple- 
tamente general. Para establecer este modelo experimentalmente, usaremos 
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el método 2 mencionado en la seccion 1.21, estudiando lo que sucede en una 
cavidad pequeña practicada en el interior de un medio en el que hay un campo 
eléctrico cuyas fuentes externas (cargas libres) estían dadas. Lo que sigue son 
experiencias ideales, difíciles de realizar en la práctica, pero cuyas consecuencias 
son verificables con precisión. 

Ya hemos dicho que el campo eléctrico en una cavidad depende de su forma 
y de su orientación, por pequeñas que sean sus dimensiones. El hecho de que al 
recortar y quitar una porcion del medio aparezcan modificaciones apreciables 
del campo en ese lugar, indica que de alguna manera han aparecido cargas 
eléctricas adicionales causantes de dichas perturbaciones. La única región donde 
dichas cargas pueden aparecer por el solo hecho de haber quitado una porción 
del medio está en las paredes de la cavidad, ya que es ahí donde se ha producido 
una alteracion del medio (ver figura 1.78). 


cavidad | t H 


+ 


Figura 1.78 Cavidad cúbica y su relleno con las cargas correspondientes. 


Por otra parte, al reponer la porción recortada del medio, volviendo a llenar 
la cavidad, las cargas en las paredes de esta deben ser anuladas, puesto que 
ahora estamos nuevamente en las condiciones iniciales: sin cavidad. Esto quiere 
decir que la porcion recortada, considerada aislada en su posicion original 
dentro del medio, también debe llevar cargas superficiales, de signo opuesto a 
las que aparecen en la cavidad. Nuestro modelo nos deberá ofrecer entonces un 
procedimiento que nos permita medir y calcular estas cargas de polarizaci“on 
que aparecen sobre las superficies de discontinuidad de un dieléctrico. 


El primer paso es elegir una cavidad “patr“on” para realizar nuestras expe- 
riencias ideales. Consideremos una cavidad infinitesimal, de forma cilíndrica 
o prism “atica achatada (“cajita de píldoras“), de altura dh mucho menor que 
las dimensiones lineales de la base (ver figura 1.79). Sea AS = ôS el vector 
elemento de área de una de las bases. En estas condiciones, las únicas cargas su- 
perficiales que podrán influir sobre el campo en el interior serán las distribuidas 
sobre las bases de la cavidad. 
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Si 9h? < 68, el campo que producen es- 
tas cargas será uniforme y normal a las bases 
(paralelo a ñ), y de valor proporcional a la 

Sh densidad superficial Cpo (1.33). Para una ca- 

vidad de esta naturaleza se comprueba que el 

Figura 1.79 Cavidad patron escala mole- campo en su interior es independiente de la 
cular < 0h K VSS < escala K ` 

macroscopica. forma de sus bases, y de sus dimensiones ôS y 

dh (con tal de ser suficientemente pequeñas), 

dependiendo sólo de su orientación en un punto dado del medio. Exploraremos 

lo que sucede en un punto dado del medio cuando en su entorno se practica una 

cavidad de esta naturaleza, orientándola en diferentes direcciones. Inicialmente 

trabajaremos con medios ¿sótropos. Comprobaremos lo siguiente: 


3> 
yl | 
UN 


= Hay una sola orientación para la cual el campo en el interior es paralelo a 
las bases y lo designamos Eo (ver figura 1.80). El valor de Eo no depende 
del tamaño y forma de la cavidad (con tal que sea pequeña y del tipo 
“cajita de píldoras”). 


= Para cualquier otra orientacion ñ, el campo en el interior de la cavidad 
E. se compone de ese vector Eo y un vector adicional E, perpendicular 
a las bases y en el mismo semiespacio que Eo: E. = Eo + Ep (ver figura 
1.81). El modulo de E, es proporcional a cos y al valor absoluto del 


campo Lo. 
E, le 
A P 
n 
d e SE E, 
— a k ~ 5e 
af 
Figura 1.80 Orientacion de la cavidad Figura 1.81 Campo eléctrico E, en la cavidad patrón en 
cuando E, || bases. orientaci ‘on cualquiera. E,: campo de las cargas 


de polarizaci“on; Ey = E 
en el dieléctrico. 


int» €l campo promedio 


En particular, si la cavidad tiene sus bases perpendiculares a Eo, el campo 
adicional Ep tiene la misma direccion y sentido que Fo, y su contribucion es 
máxima (cos 0 = 1; Ec > Eo). 

De estos resultados es evidente que Eo es el campo macroscópico Eint que 
hay en el medio, ya que es independiente de la cavidad. Esta contribuye con 
una perturbacion perpendicular a sus bases, dada por el campo Ep que nace 
en cargas de polarizacion que aparecen sobre estas bases. Estas cargas tienen 
que ser nulas cuando la cavidad tiene sus bases paralelas a Eo. Cuando esto 
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sucede, la presencia de la cavidad no molesta en la medición del campo, o sea, 
el campo medido en su interior coincide con el campo que hay en el medio: 
Eo = Einm. Cuando la cavidad tiene sus bases normales a Eo, las cargas en su 
base tiene su valor máximo, causando una perturbación máxima al campo. 
Por lo tanto, la receta (ideal) para medir el campo eléctrico en el interior de 
un dieléctrico es: practíquese una cavidad infinitesimal achatada, y búsquese la 
orientación para la cual el campo en su interior es paralelo a las bases. En ese 
caso, no habrá carga alguna sobre las bases de la cavidad, y el campo medido 
será el campo macroscópico que hay en el interior del dieléctrico en ese punto. 


Todo esto se puede verificar en el caso de un capacitor plano lleno con un 
dieléctrico, en el que podemos predecir el valor del campo en el interior del 
medio en forma indirecta, a través de la diferencia de potencial. Practicando las 
cavidades orientadas como en los casos A B y C de la figura 1.82, obtenemos 
los campos en su interior que se muestran en la misma. 


+ + + + + + + + + + + + + + + 
A E A A SR e A a 


Ee 
Aa +A a 
d Ji ha 4 
IR E > 
E,=Y VE, j 
E. =E, +E >E, 


Figura 1.82 Cavidades patr“on con diferente orientaci“on dentro de un dieléctrico. Eq es el campo eléctrico 
macrosc “opico en el medio; compárese el efecto de las cargas de polarización. 


Volvamos al caso general. Habíamos dicho que el campo adicional, perpen- 
dicular a las bases y originado en las cargas superficiales que aparecen sobre 
las mismas era proporcional al módulo de Eo, y al coseno del ángulo formado 
entre ñ y Eo (recuérdese que este último es el campo en la cavidad E. cuando 
resulta paralelo a las bases de la cavidad, y que por lo tanto es igual al cam- 
po macrosc “opico en el interior de la materia Eint). O sea, llamando 0 ,., a la 
densidad de esas cargas de polarizaci“on, se debe cumplir, teniendo en cuenta 
la (1.33), que 


O pol 


Ep = xX Eint cos 0 


E0 
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Entonces, 
poi = Xe Fint cos 0 


en la que Xe es la constante de proporcionalidad. Observemos atentamente la 
figura 1.83: para la base inferior, cargada positivamente, ù es la normal exterior 
al medio. 


EY O. 
a S pol 
DAS IE l= 2 
Hs A 0 
+. d 
+` 


Figura 1.83 Otra vista de las direcciones típicas de los vectores relevantes, para una cavidad patr“on orien- 
tada en forma cualquiera (Ey = Eint). 


Por lo tanto, podemos expresar o,o en forma vectorial, 
O pol = Xe Eint E ñ (1.120) 


En esta expresión obtenemos o,o: con su signo correcto si A es la normal exterior 
al medio. Esta relaci“on nos permite resumir el resultado de las experiencias 
hechas con nuestra cavidad patrón en la siguiente forma: sobre toda superficie 
de un dieléctrico, de normal exterior Á, aparece una densidad de cargas de 
polarización oi, dadas por la proyección normal de un vector caracter ístico P 
llamado vector polarización 

P= Xe Eint (1.121) 


Op = A- P (1.122) 


La constante Xe es la susceptibilidad eléctrica del medio en ese punto. El 
comportamiento electrost “atico de un dieléctrico is “otropo cualquiera queda to- 
talmente descripto con el valor de la susceptibilidad eléctrica en cada punto. En 
medios anis “otropos Xe no es un escalar sino un tensor; en ese caso P y Eint 
no son mías paralelos entre sí. En medios de polarizaci“on eléctrica permanen- 
te (electretes—ver mas adelante) en general no existe ninguna relacion entre 
esos dos vectores; el vector polarización P se define fenomenológicamente por 
intermedio de la siguiente relación (basada en (1.122)): E, =ñ(ñ - P/z0). En 
forma generalizada podemos escribir la relacion de los vectores intervenientes 
en el caso de la cavidad en un medio, de la siguiente manera: 


E.= En + AA- P/e0) (1.123) 


32 Mec anica Elemental, sección 5.c. 
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Nótese que esta es una relación vectorial lineal con dos vectores incógnita Fint y 
P (o sea seis funciones incógnitas: las componentes de estos vectores). Los dos 
vectores observables son Ee y ñ. Por lo tanto, dado un punto del medio, bas- 
tarán mediciones del vector Æc en cavidades en dos orientaciones cualesquiera 
dadas, para determinar los vectores campo macroscópico y polarización eléctri- 
cos en el entorno de ese punto (¡basta resolver un sistema de seis ecuaciones 
lineales con seis incógnitas! ). 


Veamos ahora la relación entre la susceptibilidad eléctrica Xe y la permitivi- 
dad eléctrica e en medios isótropos. Para ello, tomemos el caso de un capacitor 
plano con un dieléctrico homogéneo e is“otropo como el de la figura 1.84, 


+++ +t++++o 


E e == a ra Opol 


t + + + + Op 


A 


Figura 1.84 Capacitor plano con un dieléctrico homogéneo e is“otropo en su interior. 


y consideremos la carga de polarizaci“on superficial (1.113), que aparece sobre 
la superficie del medio (valores absolutos), 


El 
ral = (1-3) lo. 
E 


El campo eléctrico en el medio sería, de acuerdo a la (1.111), Einn = 0/e, 
entonces, reemplazando 


[pol] = (1 = =) ¿Ent 
E 


y comparando esta expresión con la (1.121), deducimos que 
Xe =€ — £0 (1.124) 


de manera que Xe tiene las mismas dimensiones que e (F/m). 


Hasta ahora hemos tratado medios homogéneos e isótropos. Consideremos 
ahora medios cuyas propiedades dieléctricas varían punto a punto, aunque 
en cada punto sigan siendo microsc “opicamente is “otropos. Vamos a demostrar 
ahora que si se conocen las cargas libres y la susceptibilidad eléctrica (o la 
permitividad eléctrica) en todo punto del medio, el campo eléctrico queda 
determinado en todo el espacio. Para ello tracemos una superficie cerrada X, 
imaginaria, dentro de un dieléctrico de susceptibilidad X = X(r), dada en todo 
punto (ver figura 1.85). 
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Figura 1.85 Superficie imaginaria dentro de un 
dieléctrico, con indicación de las car- 
gas superficiales de polarización que 
aparecerían si se eliminase la porcion 
contenida. 
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Consideremos el flujo del vector P a 
través de X. De acuerdo a la (1.122) 


P P- d8 = G o dS =Q» 
$e yy, 


Esta es la carga de polarización total que 
aparecerá sobre la superficie si se recorta- 
se y eliminase la porción del dieléctrico in- 
terior a la misma. Pero como ese dieléctri- 
co era inicialmente neutro, el principio de 
conservación de la carga nos dice que esta 
carga superficial total Qs debe ser igual 
y de signo opuesto a la suma de las car- 
gas de polarizacion q,» contenidas en el 
volumen encerrado por >. 


o P -dS = —doa (1.125) 
> 


Obsérvese que la superficie Y puede extenderse al espacio fuera del medio donde 
P es nulo. La (1.125) es una expresión general para las cargas de polarización 
en un volumen dado, encerrado por una superficie X. 


Por un camino similar al seguido en la página 56, podemos transformar esta 


relación integral en una diferencial, 


vV 5 P = —Ppol 


Volvamos a la tercera de las (1.108), 


(1.126) 


teniendo en cuenta (1.121) y (1.125), 


1 
$ Eint f dS =r (qivre + Qpo1) 
E E0 


1 
= (a T $ P- as) 
E0 y 
(da. = $ Xe Eint - as) 
>D 


1 


E0 


(1.127) 


y agrupando las integrales incógnitas del lado izquierdo, obtenemos 


a 
1+2 
z E0 


) £- a5 = 


Ulibre 
E0 
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teniendo en cuenta, finalmente, la (1.124), nos queda 


$ sis, (1.198) 
Y 


La ecuación (1.128), juntamente con la propiedad (1.47) $ E-d£ = 0 representan 

las propiedades integrales del campo electrostático en presencia de dieléctricos. 

Con ellas, en principio, queda determinado el campo eléctrico en función de la 

carga libre quse y de la permitividad eléctrica relativa en cada punto del medio. 
Las (1.127) también se pueden expresar en forma diferencial 


1 1 
V- E= Pus -VP 
E0 E0 


En esta ecuación el vector P no es dato, pero es una función del vector campo 
eléctrico (que es la inc'ognita) P = €E, donde la permitividad eléctrica e(r) 
está dada como funci“on del espacio. 


Aunque no corresponda a este curso, digamos unas palabras sobre el modelo 
atómico con el que se explica el comportamiento de un dieléctrico. Este modelo 
supone que en un campo eléctrico las moléculas del medio se comportan como 
dipolos eléctricos puntuales, orientados en la dirección del campo (figura 1.86). 


Figura 1.86 Volumen recortado dentro del dieléctrico, con indicación de los momentos dipolares 
microsc “opicos py, . 


Como cada elemento de volumen ôV contiene much ísimos dipolos puntuales, 
visto desde lejos, se comporta como un único dipolo, cuyo momento es la suma 
de los momentos dipolares de las moléculas individuales. Si el elemento de 
volumen es suficientemente pequeño (pero no demasiado pequeño, para no caer 
en el dominio molecular), el momento dipolar dp será proporcional al elemento 
de volumen, 

dp ~ PÓV (1.129) 


La constante de proporcionalidad, el momento dipolar por unidad de volu- 
men, es precisamente el vector polarizaci “on. Para demostrar esto basta consi- 
derar un elemento de volumen recortado dentro de un dieléctrico, de forma y 
orientación dada en la figura 1.87. 
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Figura 1.87 El vector polarización P como densidad de momento dipolar. 


De acuerdo a la (1.120), este elementito llevaría cargas de polarizaci“on 
Cpo = EP sobre las superficies ôS, cuando es considerado aislado dentro del 
medio. A ese sistema le corresponde entonces un momento dipolar (1.19) 


dp = dadq = 0,0005 = PôaðS = PÓV 


La direccion y el sentido de este momento dipolar es coincidente con el del 
vector P. Por lo tanto, obtenemos una relacion del tipo (1.129). 


La aparicion de las cargas de polarizaci“on (1.120) se puede visualizar in- 
tuitivamente de la siguiente manera (ver figura 1.88). Dentro del medio, las 
líneas de campo que salen de las cabezas de un dipolo terminan en la cola del 
dipolo siguiente. En cambio, las cabezas y las colas de los dipolos que limitan 
con la superficie del medio perpendicular a P son no-compensados: sus líneas 
de campo están “disponibles” para constituir el campo macrosc ‘opico. 
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Figura 1.88  Esquematizacion de la aparición de cargas de polarización en la superficie de un dieléctrico. 
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O sea, una carga exterior positiva sería atraída hacia la superficie izquierda 
y una carga negativa hacia la superficie derecha. Por ello “todo sucede como 
si” en las dos superficies de discontinuidad aparecieran cargas superficiales de 
densidad —P y +P, respectivamente, mientras que la densidad de carga p en 
el medio es cero. 

Pero esta imagen también nos muestra que, adem'as de las cargas de po- 
larizaci“on superficiales, puede haber cargas de polarizacion en volumen ppo- 
Ocurre cuando la densidad de dipolos no es homogénea sino que, por ejemplo, 
tiene la configuración de la figura 1.89, en la que V - P < 0, o sea, en que hay 
una acumulación de “colas” negativas de los dipolos elementales. La región de 
la figura se comporta, desde el punto de vista macroscópico, como una distribu- 
ción en volumen de cargas negativas. Estas son fuentes de un campo eléctrico, 
pero no se pueden “recortar, extraer o manipular” independientemente. 


acumulación de cargas 


no compe nsadas 


Figura 1.89 Acumulaci“on de cargas eléctricas negativas en una region desde la que emergen líneas de 
polarizaci“on (V - P > 0). 


1.24. El vector D 


Consideremos la expresion (1.128). En vista de la definicion (1.117) del 
vector desplazamiento obtenemos 


$ ¿E . ds = $ D i dS = Ulibre (1.130) 
> > 
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Otra expresion del vector D teniendo en cuenta la (1.121) y la (1.124) es 
D=eE=(80+Xe) E =e0E + P (1.131) 


La (1.130) nos dice que el flujo del vector desplazamiento está dado por las 
cargas libres exclusivamente (mientras que en el flujo del vector campo eléctrico, 
estas intervienen en compañía de las cargas de polarizaci“on, generalmente 
desconocidas). Por lo tanto el flujo del vector D “es independiente del medio”. 

Lamentablemente, esto no es cierto en general. Efectivamente, la expresión 
integral (1.130) no basta para definir el campo vectorial D. Es necesario además 
conocer el valor de la circulacion para cualquier camino cerrado. Teniendo en 
cuenta la expresion (1.131) tendremos 


Q D-de= h (eoB+P)-de= G Pdt (1.132) 


En general $ P -d£ no tiene por qué ser cero y con ello tampoco lo será $ D-d£. 
En términos diferenciales equivalentes, tendremos 


UxD=VxPH0 


en general. Por lo tanto D es en general un campo complicado no conservativo. 
Obsérvese que $ P . d£ no representa nada físicamente, en contraste con la 
integral de superficie $ P .dS, que nos da la carga de polarizaci “on cambiada 
de signo encerrada por la superficie. Si la circulación o el rotor de D no tienen 
significado físico, tampoco lo tendría ese vector. Hay sin embargo casos en los 
que, por razones de simetría, podemos afirmar de antemano que $ P.dlo 
V x D deben ser cero para cualquier curva cerrada o en cualquier punto del 
medio, respectivamente. En esos casos el vector D será realmente independiente 
del medio, y estará determinado exclusivamente por las cargas libres. Su valor 
será entonces D = co Eo donde Eo es el campo exterior, es decir, el campo que 
habría si se quitasen todos los dieléctricos. 

En esos casos particulares D tiene utilidad práctica por cuanto se lo puede 
calcular en forma independiente del medio. Pero nunca debe olvidarse que se 
trata de un ente auxiliar sin significado físico. El único vector que describe 
propiedades físicas es el campo eléctrico E (y el vector polarización P). 


Antes de ver unos ejemplos, estudiemos las propiedades de E, P y D en 
las vecindades de la superficie de un dieléctrico. Sean E y Eo los vectores 
campo en puntos infinitesimalmente pr'oximos a la superficie, dentro y fuera 
del dieléctrico respectivamente. Tomemos una superficie cerrada cilíndrica 3 
como en la figura 1.90, de altura mucho menor que la dimension lineal de las 
bases. 
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Figura 1.90 Izq: Cilindro infinitesimal cortando la superficie de un dieléctrico. Der: Circuito cerrado infini- 
tesimal cortando el límite. 


El flujo del vector E será” 


Q, E -dS = EmáS — E,05 = AEn — magg- LP.ôS 
3 £0 E0 
es decir, 
Eon — En = T (1.133) 
E0 


Esto quiere decir que en la superficie de un dieléctrico la componente normal 

del campo eléctrico tiene una discontinuidad AEn dada por la componente 

normal del vector polarizaci“on. Como en el vacío Po = 0, también podemos 
escribir esta relación i 
E0 

En cambio, la componente tangencial de E es continua, lo que se demuestra 


calculando la circulacion (1.47) para un camino como el ABCDA (ver figura 
1.90) 


E . dl = Fisl — Eoról 


ABCDA 


(la contribucion sobre BC y DA, es despreciable frente al resto, si BC y DA 
tienden a cero más rápidamente que 0£). Es decir 


Ev — Es = AE:=0 


33La contribucion de las paredes laterales es despreciable dado que la altura del cilindro 
tiende a cero más rápidamente que la dimensión lineal de las bases. 
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Despejando E de la (1.131), 


E0 
y reemplazando sus componentes en la (1.133) obtenemos 


Dón — Dn = ADn =0 
Do — Di = AD; = —P; = AP; (1.134) 


Vemos que la discontinuidad en el vector D ocurre en su componente tangencial. 
Teniendo en cuenta la relación (1.117) es posible transformar la primera de 

las (1.134) en la forma 
coEon = €En (1.135) 


Esta relación nos indica que la componente normal del campo eléctrico siempre 
se agranda al pasar de un medio al vacío, por ello, las líneas de campo se 
refractan en toda superficie de discontinuidad de un medio. 


Figura 1.91  Refraccion de las líneas del campo eléctrico al pasar de un dieléctrico al vacío. 
Para los “angulos «a y ao (ver figura 1.91) vale, evidentemente, 


tan Q E 


tan &o E0 


Si en lugar de tener un medio lindante con el vacío tenemos una superficie 
de separacion entre dos dieléctricos diferentes de constante £1 y £2, la (1.135) 
se convierte en la relación 
er En = €2 Ena 
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Asimismo, las (1.133) y (1.134) serán ahora 


Em — Ein = A En = Sa — Pin) AN 
E0 E0 
Da — Du = AD; = Pi — Pis = AP; 


Siempre seguiría valiendo la continuidad de la componente tangencial de E y 
de la componente normal de D. 


1.25. Ejemplos y significado físico de E y D 


Veamos un ejemplo en el cual $ P -d£ = 0, o sea en el cual, según la (1.132), 
el vector D tiene utilidad practica. Busquemos una receta para descubrir a 
priori casos en los que se cumple esta condición. Ello es fácil cuando solamente 
intervienen medios homogéneos (e = cte. o X = cte.). A partir de la (1.134), y 
de acuerdo a las (1.121) y (1.47), la condición sería 


AP.=0 


en toda superficie de discontinuidad. Pero AP: = Pu — Pa = Xi Eit — X2B 21; 
la única forma en que se llega a anular esta diferencia es que la componente 
tangencial de E sea nula sobre la superficie de discontinuidad. En resumen, 
la condici“on general para que se cumpla $ P - dl = 0 en presencia de me- 
dios homogéneos e is'otropos, es que el campo eléctrico sea perpendicular a 
toda superficie de discontinuidad. En ese caso, el vector D sería independiente 
del medio, estando determinado exclusivamente por las cargas libres. El cum- 
plimiento de esta condicion se puede descubrir a priori en muchos casos de 
simetría. Algunos de ellos están dados en la figura 1.92. 


O 


A B C 


Figura 1.92 Ejemplos de capacitores con dieléctricos con geometrías simétricas. 
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En todos estos ejemplos, por razones de simetría, el vector E deberá ser siempre 
perpendicular a las superficies de discontinuidad. Las ecuaciones que definen a 
D en estos casos serán 


È D -45 = du f D-æ=0 
bP C 


Estas ecuaciones son idénticas, a menos de un factor constante £0, a las ecua- 
ciones que cumple el campo exterior Eo, cuyas fuentes son las cargas libres q; 
por lo tanto, en todos estos ejemplos, el vector desplazamiento sera igual al 
vector Eo multiplicado por £o, 


D=e0Eo 


Este vector se calcula en forma muy simple, pues corresponde a problemas 
electrost “aticos sencillos (capacitor plano, cilíndrico y esférico) en los ejemplos 
de la figura 1.92. Tendremos entonces (ver relaciones (1.33), (1.78) y (1.10), 
respectivamente) 


og 
Eoa = — y Dis 


E0 
V co V 
E Heo D = 
otr) rlog (R2/R1) y BeN) r log (R2/ R1) 
q q 
Eoc(r) = E? Y Dc(r) = a 


Una vez obtenido D en esa forma sencilla, se calcula el campo eléctrico E en 
un punto dado a partir de la (1.117). Por ejemplo, el campo eléctrico en el 
dieléctrico número 3 del capacitor plano A será sencillamente 


E3 E3 


El campo dentro del dieléctrico que rodea a la carga puntual en el ejemplo C, 


será sencillamente 
D q 
Es = — = 2 
E Amer 


La capacidad del capacitor plano con muchos dieléctricos planos se calcula 
hallando la diferencia de potencial entre las armaduras 


d d 
V= Edit Re+ Bat DD A) 0 (De e) 


1 E2 
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Por lo tanto, 


c=42 9 
© V (dı/e1 +d2/e2 +-->) 


Un cálculo análogo se aplica para calcular la capacidad del capacitor cilíndri- 
co B. Recuérdese que todo esto s'ob vale porque en estos ejemplos se cumple 
la condición $ P -dl =0 para cualquier curva cerrada, o equivalentemente, si 
P, = 0 en toda la superficie del dieléctrico. 


tO 


e +10 


== F 


Figura 1.93 Casos en que el cálculo del vector desplazamiento es más difícil y en que D no tiene utilidad 
alguna (en los bordes transversales no se puede afirmar a priori que D,, = 0) 


En los ejemplos dados en la figura 1.93, en los que no se puede afirmar a 
priori que E tenga que ser normal en todas las superficies de discontinuidad, 
el vector D no sirve para nada, pues no puede ser calculado en forma sencilla. 
En este caso es necesario partir de las relaciones integrales generales (1.128) 
para la determinacion de E. 


Otro ejemplo, muy ilustrativo para aclarar el significado físico de E y D, es 
el de una sustancia ferroeléctrica con polarización eléctrica permanente (electre- 
te). Los ferroeléctricos son sustancias (por ejemplo ciertas resinas, y el mineral 
perovskita (CaTiO3)) que tienen la propiedad de que si se solidifican en presen- 
cia de un campo eléctrico exterior, adquieren una polarización permanente, que 
persiste aun en el caso de eliminar el campo exterior polarizante. Los electretes 
son por la tanto el equivalente eléctrico de un m'an (ver figura 1.94). 


O; 


— o a ES 
 C—__— —- —» + 
oO — MS E + Oo: >0 
——_ —- — | 
—— > — + 


Figura 1.94 Electrete con polarizacion P en ausencia de campo eléctrico externo. 
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En esas sustancias no existe una relacion causal (1.121) entre P y E: en 
ellas, el vector polarizaci“on es una magnitud independiente, determinada por 
el tratamiento al que han sido sometidas. En otras palabras, en un electrete, 
el vector polarizaci“on es un dato independiente en cada punto. 

Consideremos el campo de un electrete de polarizaci“on homogénea P en 
ausencia de cargas libres. El campo eléctrico tendría como fuentes en ese caso 
únicamente a las cargas de polarización. Tiene el aspecto que se presenta en la 
figura 1.95. Observamos que 


= Las líneas de campo nacen en la cara derecha y terminan en la izquier- 
da. En esas caras estan las cargas eléctricas de polarizaci“on Cpo = EP 
(“cabezas” y “colitas” de los dipolos microscópicos). 


= Las líneas de campo atraviesan la superficie lateral sin refractarse pues- 
to que allí tanto la componente normal como la tangencial de E son 
continuas (en la (1.133), Pa = 0). 


= El campo eléctrico en el interior del electrete es en general opuesto a 
la polarizaci“on permanente (por ello, un electrete se va despolarizando 
lentamente con el tiempo). 


Figura 1.95 Líneas del campo E correspondientes a un electrete de polarización homogénea. Las líneas 
nacen y terminan en las bases donde están localizadas las cargas de polarización superficiales 
Tool = —AP,, . N' otese que el sentido de E es opuesto al de P dentro del electrete. 


Veamos ahora qué pasa con el vector D (ver figura 1.96). Como no hay 
cargas libres, se cumple que $ D -dS =0, para cualquier superficie cerrada. Sin 
embargo, es evidente que D Æ 0, ya que fuera del electrete D = eo E. Esto pone 
en evidencia lo peligroso que sería afirmar que el vector D estía determinado 
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exclusivamente por las cargas libres (tal como se puede leer en muchos libros 
cuando comentan la relacion (1.130)). Pero la (1.130) no basta para definir 
un vector, es necesario conocer adem'as la circulaci“on para cualquier camino 
cerrado. Y esta circulación es, para el vector D en el caso del electrete, diferente 
de cero (1.132). Esto se verifica f'acilmente calculando la circulacion por un 
caminito cerrado que atraviesa la pared lateral. 


Figura 1.96 Líneas del campo D correspondientes a un electrete de polarización homogénea P. Las líneas 
se enrollan alrededor de la superficie lateral del electrete, donde no hay nada físico desde del 
punto desde vista electrostático. Obsérvese que dentro del electrete el sentido de D es el 
mismo que el del vector polarizaci“on, y opuesto a E. 


La relación $ D -dS = 0 indica que las líneas de D son cerradas (no nacen 
ni terminan en ninguna parte). Para el ejemplo en cuestion, tienen la forma 
dada en la figura 1.95. Observemos que 


= Las líneas de D se enrollan alrededor de las caras laterales, en las que 
salta la componente tangencial de P. Allí también se refractan, pues según 
la (1.134) salta la componente tangencial de D. Sin embargo en estas 
caras laterales no hay nada físicamente. 


= Las líneas de D atraviesan las bases en forma continua (pues no le llevan 
el apunte a las cargas de polarizacion). 


a Fuera del electrete, las líneas de D coinciden con las líneas de E. 


Todo esto nos muestra rotundamente la falta de significado físico del vector D. 
En libros más recientes de electromagnetismo en general se ignora al vector D 
(o se lo presenta meramente en su contexto histórico). 


Corriente continua 


2.1. Densidad de corriente 


En este capítulo analizaremos movimientos colectivos de cargas y estudia- 
remos las corrientes eléctricas en el vacío, en soluciones iónicas (electrolitos) y 
en metales. 

Consideremos primero un conjunto de muchas cargas eléctricas puntuales 
en un cierto volumen moviéndose a una cierta velocidad dada; por ejemplo, los 
protones que hay en el haz de un acelerador, los electrones en un conductor 
metálico, los iones de un electrolito, etc. Vamos a suponer por el momento, que 
esa velocidad es la misma para todas las partículas. Esto es cierto, en buen 
grado, en el caso de los protones en el haz de un acelerador, pero no para 
electrones en un metal (estos se mueven en todas direcciones). En este último 
caso hay un vector velocidad media con una determinada dirección. 

La carga eléctrica contenida en un cierto volumen óV pequeño se puede 
escribir en términos de la densidad de carga p en la forma ôq = pôV (relaci“on 
(1.23)).* Vamos a calcular ahora la cantidad de carga eléctrica que atraviesa una 
cierta superficie ôS en un cierto tiempo dt cuando las cargas puntuales se mueven 
con una misma velocidad v. Supongamos primero que ôS es perpendicular a v. 


Cuando en Mec “anica Elemental definimos la densidad de masa (seccion 5.b), dijimos 
que este volumen ôV es un diferencial físico es decir, un volumen suficientemente pequeño, 
pero no demasiado pequeño, para que la proporcionalidad entre la masa total y el volumen 
no se destruya. En el caso de las cargas debemos tener en cuenta el mismo hecho: ôV debe 
ser pequeño, pero no demasiado, garantizando que aún contenga muchísimas cargas y que 
valga la relación de proporcionalidad entre dq y ôV. 
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Ante todo, recordemos que ôS tiene una normal ñ y que para simplificar las 
cosas se puede introducir un vector ôS tal que 


OS = SÀ 


Calculemos la cantidad de carga ôq que atraviesa esa superficie ôS en un 
tiempo ðt. Es evidente que por ôS pasarían (figura 2.1) todas aquellas cargas 
que estían en un paralelepípedo con base ôS y cuya longitud es ôl = vót (pues 
la última que puede llegar a ôS en dt es aquella que esté a una distancia vót). 


Figura 2.1  Paralelep ípedo en el que se mueven las cargas que atraviesan ôS en un tiempo ôt. 


La carga total contenida en este volumen es 
ôq = puoSót 


y corresponde a la cantidad de carga que en el tiempo ôt pasa por ôS que es, 
en nuestro caso, perpendicular a la velocidad de las cargas. Ahora podemos 
dividir dq por dt, lo que resulta 


= = ôl = puós (2.1) 


Esta es la cantidad de carga eléctrica que atraviesa la superficie por unidad 
de tiempo; la llamamos intensidad elemental de corriente 41.2 En el SI, las 
dimensiones de la intensidad de corriente son 


carga C 


[61] = — = 
tiempo S 


2En adelante, nos referiremos a la intensidad de corriente simplemente como “corriente”. 
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y se le da el nombre de ampere (A). Un ampere es la corriente correspondiente 
al pasaje, por una superficie dada, de una cantidad de carga igual a un coulomb 
en un segundo (1A = 6,24 - 10% cargas elementales e por segundo). 


Podemos introducir ahora la corriente por unidad de superficie, es decir, la 
densidad de corriente j, como la cantidad de carga que atraviesa en la unidad 
de tiempo, la unidad de superficie perpendicular al movimiento 


o 


VU 


y sus dimensiones son 


carga C 


j] = distancia “tiempo ms 

Todo lo anterior vale para una superficie perpendicular al movimiento de las 
cargas. Si la superficie ôS está inclinada en un ángulo 0 respecto a la dirección 
del movimiento (ver figura 2.2), hay que proyectar la superficie normalmente. 


ôS cos ôS 


Figura 2.2 Cargas atravesando una superficie que no es perpendicular a su movimiento. 


Las cargas que atraviesan la superficie proyectada en la unidad de tiempo son 


ôq = pu S êt cos 0 
= j ôS ôt cos 0 


Podemos ahora darle a j jerarquía de vector como el producto de un escalar 
p por el vector v, esto es, 


j=pv (2.2) 


132 CAPÍTULO 2 


Una vez definido así el vector densidad de corriente, nos damos cuenta de que 
j0S cos0 no es otra cosa que el producto escalar entre el vector j y el vector 
ôS. Por lo tanto sería (ya en general, sin importar que la superficie sea o no 
perpendicular) 


óq = (j - ôS) ót 


con ayuda de la cual podemos expresar la corriente a través de ôS en la forma 
dl =j- ôS (2.3) 


o sea el flujo de j a través de esa superficie elemental. En otras palabras, la 
corriente que pasa por un elemento de “area (figura 2.3) estía representada por 
el flujo del vector j. 


PE P 
E 
a 
Pi 


Figura 2.3 Corriente atravesando una superficie complicada. 


Observemos que si p < 0 (cargas negativas), el vector j es opuesto al vector 
velocidad v con que se mueven las partículas cargadas. Esto se expresa diciendo 
que, para el movimiento de cargas negativas, la corriente fluye en sentido inverso 
al movimiento físico de los portadores de carga (figura 2.4). 


Según la (2.3), la corriente 01, si bien es un escalar, también tiene un signo 
que depende del sentido elegido para la normal al elemento de superficie. 

Volvamos a la figura 2.1. Habíamos supuesto que todas las cargas puntuales 
eran iguales, moviéndose con la misma velocidad. Esta última condicion en 
realidad no es necesaria. En efecto, es fácil ver que la velocidad v que aparece 
en la relación (2.2) es la velocidad media de las velocidades vk, pesada con los 
valores qx de cada una de las cargas: v = (vr) = (Y qx0r)/0 qr). Observando 


2.1. DENSIDAD DE CORRIENTE 133 


que X` qk = pólóS, obtenemos (siempre referirse a la figura 2.1) 


Y KU% 
PE sos 


Si el elemento de la figura 2.1 es el elemento de un conductor “lineal”, por 
ejemplo un cable fino, de sección 99 << d?, es fácil ver que para la intensidad 
I = pv - 8S en él? vale la relacion 


Iêl = ` dkÜk (2.4) 


donde la sumatoria está tomada sobre las cargas puntuales dentro del segmento 

ôl del cable conductor. Nos referiremos a esta relación en capítulos siguientes. 
Otro punto importante es el si- 

guiente. En general, en física se tra- 


ta con corrientes eléctricas en las que o” 

h z . vv 
a a Bar ean 
tivos) e iones positivos—. Por lo tanto, q p gomme 
la densidad de corriente será, en gene- S qa 
ral, la suma j = pvt + p v”. Las q A 
densidades de cargas positivas y nega- o >” 

tivas y las velocidades de los portado- Pa 
res correspondientes no necesariamen- : 


te son iguales. Pero en el interior de I 

los conductores met “alicos y los plas- Figura 2.4 Vector j opuesto al vector velocidad v con 
mas, las densidades correspondientes ME cargas negativas: 

son iguales en valor absoluto (medios 

eléctricamente neutros); en ese caso podemos escribir j = |o|(v* — v”). |p| es 
la densidad de carga de uno de los componentes. Finalmente, en medios de 
conductores met “alicos, los iones positivos estían practicamente en reposo, de 
manera que la densidad de corriente, llevada por los electrones, es j =—|plv 
es decir, opuesta a la del flujo de electrones. Este es, efectivamente, el caso más 
común cuando hablamos de “corrientes de conducci“on” en física. Cuando en 
un diagrama de circuitos aparece una corriente que va de A a B, es importante 
grabarse en la mente la imagen de un flujo de electrones yendo de Ba A (si 
nuestros antepasados hubieran adoptado otra convención de signos para cargas 
eléctricas, ¡los electrones serían positivos y no habría esta discrepancia gráfica! ). 


Si tenemos una corriente eléctrica que atraviesa una superficie finita (figura 
2.3) y queremos expresar la cantidad de carga que en la unidad de tiempo la 


3En realidad deberíamos denotar esta intensidad como diferencial ôI, pero ello complicaría 
la notación en circuitos enormemente. 
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atraviesa, dividimos la superficie en pequeños elementos de “area y sumamos 
las corrientes elementales a través de cada elemento de “area, 


Is= Y ¿=> 5:88 


En el límite (cuando cada elementito de superficie tiende a 0), esto se convierte 
en una integral de superficie, 
Is = f j-dS 
s 


que es el flujo del vector densidad de corriente a través de la superficie en 
cuestión. 


ñ 


Figura 2.5 Normal exterior a una superficie cerrada. 


Cuando la superficie es cerrada (figura 2.5), escribimos 


Is = i -dS (2.5) 


La ecuacion (2.5) nos da la cantidad de carga eléctrica que atraviesa esa 
superficie cerrada en la unidad de tiempo y, si tomamos la normal exterior, será 
la cantidad de corriente que sale de esa superficie cerrada (cargas positivas que 
salen o cargas negativas que entran). Pero hay un principio que nos dice algo 
acerca de esta integral: el principio de conservaci “on de las cargas declara que 
esa cantidad de carga que sale tiene que ser igual a la disminución de la carga 
total interior, en la unidad de tiempo, es decir, 


s Aint d 
Is =hj:48= o Z f oa (2.6) 
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La igualdad (2.6) es la expresión matemática del teorema de conservación de la 
carga eléctrica. Si por ejemplo, la cantidad de carga total interior permaneciera 
constante y, sin embargo, hubiese corriente hacia afuera, querría decir que hay 
creacion de cargas positivas que escapan el recinto, o aniquilaci “on de cargas 
negativas entrantes, ¡y esto et'a prohibido! * Otra consecuencia fundamental 
de la relacion (2.6) es que, en condiciones estacionarias (d/ dt = 0), todos los 
circuitos de corriente tienen que ser circuitos cerrados. 


El principio de conservacion de la carga eléctrica es uno de los principios 
de conservacion mas absolutos que hay en la física. Mientras que el principio 
de conservacion de la energía se puede violar durante tiempos muy cortos 
en los sistemas at“omicos (dominio cu'“antico), el principio de conservacion de 
la carga eléctrica sobrevive en forma absoluta. Provee adem'as justificacion 
estrictamente física para elegir la carga eléctrica como unidad independiente, 
tal como se hace en el sistema Sl. 


2.2. Corrientes en el vacío 


Veamos algunos ejemplos de corrientes y aplicaciones de los conceptos 
de intensidad y densidad de corriente, y del principio de conservacion de la 
carga. Solo trataremos el caso de corrientes estacionarias, es decir, corrientes 
de densidad j constante en el tiempo. 

Consideremos el caso más simple de corriente eléctrica: un haz de partículas 
como el que se presenta en la figura 2.6 (por ejemplo, un haz de protones en 
un acelerador). En este caso hay una sola clase de portadores de corriente. 


Figura 2.6 Haz de partículas con cargas positivas. 


Cada uno de ellos se mueve con la misma velocidad v, estando definida en 
cada punto del haz una cierta densidad p, o sea, una cierta carga por unidad 
de volumen. 


¿Cargas elementales pueden crearse o aniquilarse —pero sólo en pares de signos opuestos. 
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0 7 ] 7 


Figura 2.7 Haz de partículas bajo la accion de un campo eléctrico. 


Vamos a suponer la acción de un campo eléctrico que acelera a las Partículas, es 
decir, que tiene la misma dirección que su velocidad (figura 2.7).” Si tomamos 
el origen en 0, y suponemos que allí la velocidad es nula, la velocidad de una 
partícula en un tiempo dado será: v = at. Como a = f/m = qE/m, expresando 


v en funcion de la distancia, v = y2ax = ,/2qEx/m y para el m'odulo de j 


quedará 
/,1É 
j=p =p 27 (2.7) 


Vamos a trazar ahora en ese haz de sección constante y muy pequeña (haz bien 
enfocado), dos superficies de área ôS, que llamaremos ôS y 05”. La cantidad de 
carga que pasa por ôS por unidad de tiempo será 


ôI = jóS (2.8) 
y por ôS’, 

ôI’ = joS 
Según (2.7) los valores de j en x y x’ será 


E 
j=] 2 
m 


E 
JEn a 
m 


5Tratándose de partículas de la misma carga eléctrica, en realidad actuará una fuerza de 
repulsion entre las mismas. De ahora en adelante, cuando tratemos haces de partículas 


cargadas, despreciaremos los efectos correspondientes (desfocalizaci“on de haz por carga 
espacial). 
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Tomemos ahora la superficie cerrada © constituida por el cilindro cuyas tapas 
son las superficies elementales ôS y ôS en x y x’, y cuya superficie lateral 
coincide con la del haz (figura 2.7). Vamos a aplicar a esa superficie cerrada el 
teorema de conservación de las cargas (2.6). Si bien la velocidad de los protones 
no es constante a lo largo del haz, en cada punto es constante en el tiempo 
(estado estacionario). En este estado, todas las variables son constantes con 
respecto al tiempo; por lo tanto, tampoco habrá variación temporal de la carga 
total encerrada en un cierto volumen fijo. Por lo tanto, 


A dqint 
EOS en =0 


Pero como el flujo en las paredes laterales es nulo (j y la normal a la superficie 
son perpendiculares entre sí), queda s'ob el flujo a través de las bases. Si 
adoptamos la convención de normales hacia el exterior de una superficie cerrada, 
como j siempre tiene el mismo sentido (el de las x positivas), en ôS el flujo es 
negativo, y en ôS” positivo, 


Q j- dS = 0 = —j8S + 105 =-81 +81 < BE 
Y» 


Vemos que lo que se mantiene constante a lo largo del haz no es la densidad 
de carga p, sino la corriente ôl. La corriente es la misma en todo punto del haz 
pese a que varían densidad y velocidad de las partículas. Como ya conocemos 
la forma en que varía v en funcion de x, con esta última igualdad podemos 
calcular como varía p = p(x). Si ambos elementos de superficie 95 y ôS” son 
iguales, no sólo ôI = ôl’, sino también j = j’, o sea que la densidad de corriente 
también se mantiene a lo largo del haz constante. En ese caso será 


y para un campo constante a lo largo del haz, resulta 


/ £ 
P ZANA 
T 


lo que quiere decir que a medida que x' aumenta, la densidad disminuye como 
1/V2. 

En resumen: si tenemos una corriente representada por partículas que se 
mueven en el vacío bajo la acción de un campo eléctrico constante, la corriente 
es constante, la velocidad aumenta por la aceleración del campo, y la densidad 
disminuye como 1//x. Lo que sí resulta constante es el producto de la densidad 
por la velocidad, es decir j. Obsérvese que todo esto ha sido deducido del 
principio de conservación de la carga eléctrica. 
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2.3. Conductividad en electrolitos 


Estudiemos ahora el movimiento de iones en una solución de un electrolito. 
Este ejemplo es mucho m'as complejo porque los iones no se mueven todos en 
una misma dirección sino en forma estadísticamente desordenada. Supongamos 
la accion de un campo eléctrico exterior constante; la fuerza del mismo sobre 
cada ion no es la única que actúa: hay también una fuerza del tipo de rozamiento 
Fo, (viscosidad) que aparece cuando el ion “se abre paso” a través del medio. 


Hagamos un simple modelo mecánico para estudiar lo que sucede en este caso 
y veamos si podemos predecir el resultado de experiencias reales. Si no hubiera 
campo eléctrico no habría corriente. Esto es obvio, porque en ausencia de campo 
los iones se desplazarían en cualquier dirección impulsados por colisiones y, en 
promedio no habría transporte neto de carga. 


Figura 2.8 lon moviéndose bajo la accion de dos fuerzas. 


Aplicando un campo eléctrico en el interior de una soluci“on de un electrolito 
(figura 2.8), un ion cualquiera se mover“a en nuestro modelo bajo la accion de 
dos fuerzas, 


donde Foz representa la fuerza de rozamiento dinamico? que tomaremos pro- 
porcional a la velocidad: Foz = —kv. Teniendo en cuenta que en nuestro 


modelo todo sucede en una sola dimensi“on, podemos reescribir la ecuacion 
(2.9) como 


du 
E 2.10 
me qE v ( ) 


Para determinar la velocidad en funcion del tiempo, debemos resolver esta 
ecuación diferencial. Cambiando de variables, 


Y = qE — kv dv = -> dy 


tendremos, 


k 
S aE AEL 
ea Y Y m 


6 Mec “anica Elemental, sección 3.f. 
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por lo tanto 
t 


Y(t) 
i O 
pt) Y M Je, 


Integrando entre los límites correspondientes se obtiene 


(70) - a) 


y por lo tanto, 
Y (t) = yoe me (2.11) 


donde u = 1/k, es la llamada movilidad del ion. Reemplazando 4 por su valor, 
finalmente 


v (t) =uqE — (uqE — vo) e 


que, representado gráficamente, da una curva que se acerca asintóticamente a 
un valor límite vo =uqE (figura 2.9). 


Figura 2.9 Velocidad acercándose asint “oticamente a su valor límite. 


Para soluciones de un electrolito, el tiempo que tarda la velocidad en llegar 
a Uœ es extremadamente corto. Es decir que en un electrolito en el que se 
ha aplicado un campo eléctrico, los iones llegan casi instant “aneamente a la 
velocidad límite. Podemos entonces considerar que en este tipo de soluciones, 
los iones se mueven con una velocidad constante v = uq E. Esta velocidad 
varía de ion en ion, pues tanto q como la movilidad u dependen del ion en 
cuestion. A veces se denomina movilidad al producto uq (especialmente en 
química), o sea a la constante de proporcionalidad entre campo eléctrico y 
velocidad. En resumen: con nuestro modelo llegamos a la conclusion de que 
aplicando un campo eléctrico en el interior de la solución de un electrolito, los 
iones comenzarán un movimiento que rápidamente llegará a la velocidad límite 
proporcional al campo aplicado. 
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Figura 2.10 Fuerzas experimentadas por ¡ones positivos y negativos en presencia de un campo E. 


Veamos qué significa esto último desde el punto de vista de la corriente 
eléctrica. Aplicando un campo eléctrico E, que suponemos constante (figura 
2.10), el ion positivo iniciará un movimiento hacia la derecha con una velocidad 
v* tal que 

+ + + 
v=uqÉE 
Uno negativo se mover “a en direccion opuesta con velocidad 
v =uq E 


Supondremos que las cargas absolutas de los iones son iguales (como en el 
NaCl, por ejemplo) 


+ 
q” = lql 212 
a = —lq| l (a 
lo que implica que v es opuesta a v” 
v” =u gE (2.13) 
v =-—u qE 


Ahora estamos en condiciones de calcular la corriente j que representa este 
movimiento de cargas. Las cargas positivas, que van hacia la derecha, repre- 
sentan una corriente hacia la derecha, y las cargas negativas, que van hacia la 
izquierda, también representan una corriente hacia la derecha. 


Resta expresar las densidades de carga (positiva y negativa). Para ellos 
definamos las siguientes cantidades: 


n: número de moléculas de electrolito por unidad de volumen. 
o: grado de disociación. 
an: número de iones por unidad de volumen. 


La densidad de carga positiva se escribe 


p = q an= qan (2.14) 
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y la de carga negativa, 


p =q an= -qan (2.15) 


Con estos datos podemos escribir la densidad de corriente que aparece en el 
electrolito de la siguiente manera: 


j=j +j =p" +ou (2.16) 
reemplazando en (2.16) los resultados obtenidos en (2.13) - (2.15), queda 
j = ganut E+ ganu E = gan (ut+uw) E=0E (217) 


donde o = ganfu” +u). 

Lo importante aquí es notar que la densidad de corriente es proporcional al 
campo aplicado. La experiencia confirma este resultado. El factor de proporcio- 
nalidad o = anfu” +u) esla conductividad de la solución; es una propiedad 
de la misma y depende en general de la temperatura y de la concentracion C 
de soluto en la soluci ‘on. 


En los electrolitos débiles, las movilidades son prácticamente independientes 
de C, en cambio, el grado de disociación « está ligado a C a través de la relación 


donde «x depende de la temperatura. El número de moléculas por unidad 
de volumen no es siempre proporcional a la concentracion, por lo tanto, en 
electrolitos débiles, d depende de la concentracion a través de a y de n, y de 
la temperatura a través de œ. Cuando la concentración tiende a cero (dilución 
infinita) a > 1, y la conductividad se hace proporcional a n, con una constante 
independiente de la concentración. En electrolitos fuertes œ ~ 1 (constante), en 
cambio, las movilidades dependen de C. En general, la conductividad depende 
de la concentracion en una forma del tipo de la figura 2.11. 


O A+ 


> 


C 


Figura 2.11 Dependencia funcional de la conductividad con la concentracion de la solucion electrol ítica. 
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Las unidades de la conductividad o son 


_ A/m? A ampere 


= V/a Vm — volt metro 


lo] 


Veremos m's adelante que V/A se denomina Ohm (9). En el sistema SI, la 
inversa del Q es el Siemens: S = 1/Q = A/V. Por lo tanto [o] = S/m. Algunos 
valores típicos de conductividad de electrolitos son 


Concentraciones 
10% 20% 30% 

SO4 132 47 44 
NaCl 121 196 
HCl 630 762 662 


Tabla 2.1 Conductividad de electrolitos en e. 


2.4. Conductividad en metales 


En el caso de un conductor metálico, también podemos formular un modelo 
simple. Un conductor met “alico es una sustancia tal que en ella siempre hay 
cargas disponibles (electrones) para desplazarse bajo la accion de un campo 
eléctrico. Podemos entonces plantear el modelo en forma análoga a la utilizada 
en las secciones anteriores. Consideremos un electron en un conductor bajo 
la accion de un campo eléctrico. Como el electríon tiene la carga elemental 
e negativa, se va a mover en direccion opuesta al campo, bajo la accion de 
una fuerza f = —eE, y bajo la accion de una fuerza de rozamiento R ~ kv 
que aparece porque el electríon se tiene que “abrir paso” a través de una red 
cristalina. Podemos escribir (campo E en la dirección +x) 


du 
—eE + kv = ma 


Esta ecuaci“on representa el mismo tipo de movimiento que la (2.10). La velo- 


cidad límite será" 
eE 


Vo = — 


k 


TEn un conductor no se habla de movilidad. 
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Vemos entonces que bajo la accion de un campo eléctrico en un metal los 
electrones se mueven con velocidad media proporcional al mismo. El tiempo 
que tardan en llegar a esa velocidad límite es aún mæ corto que en el caso 
de los electrolitos. Si n es la densidad (número por unidad de volumen) de 
electrones libres disponibles, tendremos que 


2 


Cada vez que hay un campo eléctrico en el interior de un conductor metálico 
aparece autom “aticamente una corriente, en la cual la densidad de corriente 
proporcional al campo aplicado (donde o es la conductividad metalica). Esto 
lleva a la propiedad fundamental de los conductores metálicos (ver página 64) 
en equilibrio, de mantener un campo eléctrico nulo (potencial constante) en 
todo punto interior. 

La conductividad en metales es del orden de 100000 veces mayor que la de 
soluciones en un electrolito. Algunos ejemplos numéricos son 


a (S/m) 

Cobre 5,80 -10” 

Grafito 2,04 - 10% 
Nicromo 9,7. 10? 


Tabla 2.2 Conductividad de diferentes sustancias. 


En un conductor común, g depende levemente de la temperatura (disminuye 
linealmente al aumentar la temperatura). Hay sin embargo algunas sustancias 
en que la dependencia con la temperatura es muy marcada —son los llamados 
termistores—. En un cristal, j y E en general no tienen la misma dirección. En 
este caso, la relación lineal entre j y E estará dada por nueve coeficientes (que 
ligan las tres componentes de E con cada una de las componentes de j). En 
ese caso g es un ente más complicado que un vector, llamado tensor.* 


2.5. Resistencia 


Vamos a inspeccionar ahora algunos detalles del movimiento de cargas en 
un conductor (ya sean electrones en un metal o electrolitos en una solucion). 


8 Mec “anica Elemental, sección 5.c, p. 171. 
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Consideremos un elementito de volumen cilíndrico de longitud df y secci“on 
normal ôS cuyo eje es paralelo a j. De la misma manera en que habíamos 
definido las líneas de campo eléctrico, ahora podemos definir las líneas de 
corriente, tales que en todo punto sean tangentes al vector j (pero recuérdese 
que en un conductor metálico, ¡los portadores de carga son electrones fluyendo 
en direccion opuesta a las líneas de corriente!). En un conductor is “otropo, 
como j es paralelo al campo eléctrico, las líneas de corriente y las líneas de 
campo coinciden. Por ello, las secciones normales a las líneas de corriente serán 
superficies equipotenciales. 


Habíamos dicho que la corriente ôI que atraviesa al elemento de área ôS es 
dl =j3:0S=0E-:0S 
Multiplicando y dividiendo por un segmento infinitesimal de tubo de corriente 


ôl, 


cE . ôS cE -lss 
ôI = 7) ôl = 7) 


pues d£ || 4S. Pero en m'odulo, el producto escalar E - ôl es la diferencia de 
potencial ôV entre los extremos del elemento de tubo, por lo tanto, 


a (2.19) 


Esto es lo que podemos llamar la Ley de Ohm infinitesimal. La ecuación (2.19) 
nos dice que la corriente que atraviesa dos secciones de un tubo de corriente 
infinitamente próximos entre sí es proporcional a la diferencia de potencial entre 
los mismos. Esta relación no sólo vale para los módulos, sino para los valores de 
ôl y ôV con sus respectivos signos. La constante de proporcionalidad depende 
del medio (a) y de la forma del elemento de volumen (ôS y ôl). Obsérvese que 
la corriente siempre fluye de mayor a menor potencial. 


De una manera equivalente: dadas dos superficies equipotenciales próximas, 
V y V+0V, la corriente que atraviesa dos elementos de superficie, intersecciones 
de un mismo tubo de corriente, es proporcional a la diferencia de potencial ôV 
entre ambas. 

Deduzcamos ahora la Ley de Ohm finita, tal como se la presenta en forma 
tradicional. Para ello consideraremos el tubo de corriente de longitud finita 
entre una superficie equipotencial V y otra V + ôV de la figura 2.12. 
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V V+AV 


Figura 2.12 Tubo de corriente de longitud finita entre una superficie equipotencial V y otra V + AV. 


El vector j es en todo momento tangente (porque es un tubo de corriente). 
Para el enésimo elementito del tubo será 


ôl 
Va = ôI | —— 
Ba 


(por definición ôI es siempre la misma a lo largo del tubo). Sumando para todos 
los elementitos de un mismo tubo k, 


ôl 
AV = > = él ss... 


A la cantidad Rk = >», 100/005|n,x, que depende del medio y del tubo, la 
llamamos resistencia del tubo de corriente en cuesti”on. 

Extendamos este resultado a todos los tubos de corriente que unan a estas 
superficies finitas S y S. Lo que hay que hacer es sumar sobre los diferentes 
tubos k. Para el k-ésimo tubo podemos despejar la corriente 


1 
AV 


donde R; es la resistencia del tubo k. Sumando sobre todos los tubos resulta 


1 
ARA 
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La suma de las inversas de las resistencias de los tubos es una constante. A su 
inversa la llamaremos resistencia del conductor entre las superficies equipoten- 
ciales S y S! R= (,1/Rx) 7. Dicha resistencia no sólo depende de la forma 
del material, sino también de la forma geométrica en que fluye la corriente 
en el interior del conductor entre las dos superficies equipotenciales. Con la 
introducción de esta constante R, podemos escribir 


AV =IR (2.20) 


que es la Ley de Ohm en su forma macroscópica, usual. 


En general, cuando se habla de la resistencia de un conductor, se piensa en 
un conductor homogéneo muy largo y de pequeña seccion (cable conductor). 
Bajo estas condiciones, la corriente fluye en el medio (lejos de los extremos 
del conductor) en forma homogénea, o sea, con j independiente de la posición. 
En ese caso, un trocito de conductor es directamente un trocito de tubos de 
corriente, y la resistencia entre dos puntos situados a una distancia £ es 


( 
= 2.21 
55 (2.21) 


La inversa de la resistencia se denomina conductancia G. La conductancia 
entre dos superficies equipotenciales está dada por la suma de las conductancias 
de los tubos de corriente en cuestión, 


G=) Gr 
k 


En el caso de la figura 2.13, si se calcula la resistencia del conductor de la 
izquierda entre los puntos A y B, no coincidirá con la resistencia calculada por 
la ecuación (2.21), ni con la resistencia para el caso del conductor de la derecha, 
ya que, si bien todas las dimensiones son las mismas, las líneas de corriente 
(que dependen de las trayectorias de las cargas), son diferentes. 


A 
OA 
| 
AE 
B B 


Figura 2.13 Líneas de corriente diferentes según la forma del conductor. 
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Consideremos el contacto entre dos conductores del mismo material adosa- 
dos uno al otro. Supongamos un contacto suelto, sin mucha presion. Mirando 
con lupa veríamos la superficie de contacto en la forma de la figura 2.14, donde 
pueden apreciarse las líneas de corriente. 


Figura 2.14 Vista “con lupa” de la superficie de contacto entre dos conductores del mismo material. 


La resistencia en la zona alrededor del contacto es mucho mayor que la que 
corresponder ía por la fórmula lineal (2.21) (ya que, en promedio, la superficie 
real S' atravesada por la corriente es menor que la sección de los conductores). 
Si en cambio, el contacto entre los dos conductores es a presion (figura 2.15), 
habría mucho menos perturbacion de las líneas de corriente y la resistencia 
estará dada con buena aproximacion por la (2.21). 


Figura 2.15 Vista “con lupa” de la superficie de contacto a presión entre dos conductores del 
mismo material. 


Con lo visto anteriormente, estamos en condiciones de calcular la resistencia 


de un conductor formado por el acoplamiento de varias resistencias. En la 
técnica, una resistencia se suele indicar como en la figura 2.16. 


a Aye 
e E 


Figura 2.16 Esquema típico de una resistencia. 
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Si se conectan en serie varias resistencias (R1, Ra, R3, ...), (figura 2.17) se 
puede calcular la resistencia total, considerando que este sistema no es otra 
cosa que un tubo largo de corriente formado por pedacitos. 


Figura 2.17  Conexi/on de resistencias en serie. 


Entonces hay que hacer lo que hicimos antes: como dl es la misma a lo largo de 
todo el tubo, la resistencia total sería simplemente la suma de las resistencias 
individuales. La resistencia R entre los dos puntos extremos sería la suma de 
las resistencias individuales, 


ôl 
R=>» z 


Si en cambio se tienen las resistencias en paralelo (figura 2.18), la resistencia 
entre los dos puntos extremos sería calculada considerando que se trata de 
varios tubos de corriente entre dos superficies equipotenciales. 


Rı 


Figura 2.18 Conexion de resistencias en paralelo. 


Por lo visto antes, la conductancia de ese sistema está dada por la suma de las 
conductancias individuales 


1 1 
ir E (2.22) 
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Consideremos el caso de dos resistencias iguales Ri = R2. Acopladas en 
serie, la resistencia del sistema es R = 2R1(= 2R2). Acopladas en paralelo, la 
resistencia del sistema es R = Rı R2/(Rı + R2) = R1/2(= R2/2). Acoplando 
resistencias en serie, se aumenta la resistencia total, mientras que acoplándolas 
en paralelo, se disminuye la resistencia total. Físicamente, ello se debe a que, 
acopladas en paralelo, les damos m's posibilidades a las cargas para fluir. 
Acopladas en serie, les interponemos mías dificultades. 


De acuerdo a la Ley de Ohm, las unidades de resistencia son 


[R] = volt A 


~ ampere A 
y de la conductancia sería 
1 A 1 
R V QR 
Un Q sería entonces la resistencia de aquel conductor en el cual, habiendo 


aplicado entre sus extremos una diferencia de potencial de 1 V, circula una 
corriente de 1 A. 


=8S 


Desde el punto de vista físico, ¿es esta definicion equivalente a decir que 
la resistencia de un conductor es 1 Q cuando, al circular una corriente de 1A, 
aparece una diferencia de potencial de 1 V? 


Evidentemente, aquí hay encerrada una cuestion de causa y efecto. En un 
conductor, tanto en una solución electrolítica como en un metal, no puedo a mi 
voluntad poner en marcha una corriente (que en un conductor metálico estará 
dada por el movimiento de electrones y en una soluci“on por el de los iones), 
y después ver qué pasa con el potencial. En otras palabras, no puedo aplicar 
una corriente en forma independiente. Lo único que puedo hacer es aplicar 
un campo eléctrico y dejar que sea ese campo el que produzca la corriente en 
el conductor. La única forma en que en un conductor se puede influir sobre 
la corriente que circula es variando el campo, o sea, variando la diferencia 
de potencial. En la relacion j = oE, E es la cantidad primaria: es ella la 
que puedo modificar independientemente. En un conductor homogéneo no 
puedo mover los electrones o los iones mías que por intermedio de un campo 
eléctrico aplicado “desde afuera”. Esta situación cambia en los dispositivos que 
proveen lo que se llama una fuerza electromotriz, en los cuales cargas eléctricas 
son transportadas mec“anicamente o por difusion en forma independiente de 
cualquier campo eléctrico local (ver próximas secciones). 


2.6. Corrientes de convección y de conducción; descarga de un capacitor 


Toda corriente para cuya intensidad no existe una relaci“on causal con el 
campo eléctrico local se llama corriente de convección. El caso del haz de pro- 
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tones en un acelerador que vimos anteriormente es un ejemplo. Efectivamente, 
hemos demostrado que j es independiente del campo eléctrico. Si bien cambia 
la velocidad v de las partículas y la densidad de carga p en el haz, el producto 
de la velocidad por la densidad de carga se mantiene constante (la intensidad 
de un haz que sale de un acelerador s'ob depende de la fuente de iones, o sea, 
la cantidad de cargas que se inyectan). 


conductor 


r4 


É — 
J=0E 
corriente de 
conducción 


corriente de 
- [E convección 


J (haz de iones) 


IN 


m 


corriente de J 
convección 


E -ei 


rs 


Figura 2.19 Esquema de un generador tipo Van de Graaff. 


Consideremos el caso simple de un antiguo acelerador Van de Graaff (figura 
2.19), que esquem “aticamente consiste en una esfera metalica hueca A que se 
va cargando por la acción de una cinta transportadora cargada positivamente 
por frotamiento en la base. La corriente eléctrica de las cargas sobre la cinta 
no depende del campo. Mæ aún, es opuesta al campo y s'do depende de la 
velocidad de la cinta y de la forma en que se frota la cinta para inyectar cargas. 
Es por lo tanto una corriente de convección, que puede ser modificada a gusto, 
independientemente del campo en el que se desplaza. 


La esfera A está unida con otra esfera metálica B por medio de un conductor; 
la esfera B contiene la fuente de iones (por ejemplo, protones) que luego son 
acelerados en un tubo al vacío por el campo eléctrico vigente. Nuevamente, 
tenemos una corriente de conveccion, pero en este caso ella tiene la misma 
dirección que el campo en cuestión, y es independiente de su magnitud. 


Es importante observar que la medicion de corrientes de conveccion en 
general requiere aparatos que determinan directamente el flujo de partículas 
cargadas involucrado, es decir, cuentan el número de partículas por unidad de 
área y tiempo. 

Volviendo a la figura 2.19, la corriente que fluye de la esfera A al capacitor 
B por medio del conductor es una corriente de conduccion. Esta última sí 
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depende del campo eléctrico que hay entre las dos esferas: tiene que haber 
una diferencia de potencial entre las dos para que fluya. En este caso, para la 
densidad de corriente j vale la relación (2.18). Las corrientes de conducción en 
general se miden a través de sus efectos magnéticos, como veremos en el capítulo 
siguiente. A esta altura diremos simplemente que existen instrumentos tales 
que si son interpuestos (conectados en serie) en un conductor lineal en el que 
fluye una corriente total 7, determinan cuantitativamente el efecto magnético 
de esa corriente. Es obvio que la interposición de un instrumento tal, llamado 
amperímetro, solo debe afectar al flujo de corriente en forma mínima, y que 


cada instrumento debe ser debidamente calibrado con una “corriente patrón” ? 


Finalmente, consideremos un ejemplo importante de una corriente entre dos 
conductores: la descarga de un capacitor. Supongamos que tenemos la esfera 
B de la figura 2.19 aislada, cargada con carga total Q a un potencial V, y 
conectada a tierra a través de una resistencia R como muestra la figura 2.20 
izquierda. En la practica, una situacion equivalente es el circuito de la figura 
2.20 derecha, donde se tiene un capacitor industrial de capacidad C (ver página 
79) cargado a una diferencia de potencial V. 


o | a 
V=0 


R 


Figura 2.20 Dos ejemplos de descarga de un capacitor. 


Cuando se cierra la llave, podemos considerar a todo el sistema como un 
único conductor, cuyas regiones están a diferente potencial. De acuerdo a la pro- 
piedad fundamental de un conductor, no estará más en equilibrio electrostático: 
los electrones libres en su interior se desplazar “an hasta lograr un campo nulo 
en todos los puntos. El resultado global es una corriente variable I(t) a través 
de la resistencia. 


92Comp “arese esto con la medici“on de diferencias de potencial entre dos puntos PQ de 
un conductor por el que estlía pasando una corriente estacionaria: requiere instrumentos, 
voltímetros (ver final de la seccion 1.19), que se conectan en paralelo con la corriente entre 
estos puntos. 
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El cambio de potencial en un intervalo de tiempo ôt sería, de acuerdo a la 
relación (1.76), ôV =0Q/C, donde ôQ es la variación de la carga del capacitor 
en el mismo intervalo. La ecuacion diferencial que rige la funcion V = V (t) 
durante la descarga será entonces 


dv _1d9_ Y 

d Cd RC 
Elsigno menos proviene de la regla de los sentidos de la ecuación de conservación 
de la carga. O sea, llamando T = 1/(RC) el tiempo característico del circuito 
en cuestion, la solucion para el potencial del capacitor durante su descarga a 


través de una resistencia R seía (véase la integracion de una ecuacion similar 
que lleva a la relación (2.11)) 


V(t) = Vo exp (t/RC) (2.23) 


La corriente de descarga T(t) = V(t)/R tampoco es estacionaria, lo que quiere 
decir que nos hemos extendido un poco más allá del propósito de este capítulo. 
Pero el proceso discutido arriba es un ejemplo apropiado de comportamiento 
de un conductor, y es de importancia fundamental para el capítulo de Corriente 
Alterna. 


2.7. Balance energético de corrientes 


Ahora nos toca estudiar el balance energético en una corriente estacionaria 
de conveccion y en una corriente de conduccion. Volvamos a nuestro ejemplo 
del haz de un acelerador (figura 2.21). 


Figura 2.21 Haz de protones de un acelerador. 


En él hay una transferencia de energía a las cargas eléctricas, porque a medida 
que avanzan en la direccion del campo, aumentan de velocidad, es decir, au- 
mentan su energía cinética. Este aumento de energía cinética AT' es igual al 
trabajo de las fuerzas exteriores a lo largo del camino recorrido por las partículas. 
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La única fuerza exterior que en este caso realiza trabajo es la fuerza eléctrica, 
o sea, para una única partícula 


AT= | fat 


y como f = qE, es 
AT=q | Ed 


La cantidad de carga que atraviesa una sección d5 perpendicular en el intervalo 
dt será, según (2.3), q = jóSót. Además en ese tiempo dt, una carga cualquiera 
recorre el mismo camino ôl = vót. Con esos datos podemos calcular en cuánto 
varía la energía cinética de esas cargas ôq a lo largo del trayecto ôf, o sea, en el 
tiempo dt. Esa variación es igual a óT = 6qE9f = 9qEvót = pôV Evót, donde ôV 
es el elemento de volumen 050/. Esto se puede expresar vectorialmente para el 
caso mæ general, en que E y v no son paralelos, 


JT =j EV (2.24) 


La ecuacion (2.24) representa la variacion de energía cinética de las cargas 
que atraviesan la superficie ôS en el tiempo dt (figura 2.21). La variacion de 
energía cinética por unidad de tiempo es la potencia entregada a las cargas en 
el elemento ôV por el campo eléctrico, y de acuerdo a la (2.24) 


ST 
A DA 
st J 


Ahora podemos introducir la densidad de potencia P, 


E E 
ôV J 


La potencia total entregada a un cierto volumen (finito) de corriente del haz, 
será 


P= | j- Eav (2.25) 
V 
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Veamos un ejemplo numérico. En un acelerador industrial común, son usua- 
les haces con corriente de 1mA, del orden de 1mm? de seccion (haz bien 
enfocado), recorriendo una diferencia de potencial de 10 V en 1m. Si en uno 
de los extremos se pone un blanco, de modo que la velocidad de las partícu- 
las sea reducida instant “aneamente a 0, se disipa la potencia en el blanco en 
forma de calor (por eso en los aceleradores es necesario refrigerar los blancos). 
Para calcular esa potencia se usa (2.25), en la que podemos suponer que j y 
E son constantes y uniformes. Entonces, 


10%A 10 
PEN 2 
10m lm 


= 10% J/s =10%W = 1kW 


-10n0.1m 


Desde ya, si el haz proviene de un acelerador del tipo de Van de Graaff, el 
motor que mueve la cinta para cargarlo tiene que entregar un trabajo en la 
unidad de tiempo, es decir, una potencia de por lo menos 1 kW. Efectivamente, 
en la corriente de convecci“on representada por el movimiento de las cargas 
transportadas por la cinta, el trabajo del campo eléctrico es negativo (el campo 
absorbe una densidad de potencia j - E = —j E). Esta energía es provista por 
el motor que mueve la cinta cargada eléctricamente en contra del campo. 

Veamos ahora qué pasa en el caso de corrientes de conduccion, o sea, en 
el caso de cargas que se mueven en un medio conductor bajo la acci“on de un 
campo eléctrico. Por ejemplo, tomemos el caso de un campo aplicado en el 
interior de una solucion (figura 2.22) entre dos electrodos, donde se establece 
una corriente. 


+, = 


. qE 
Figura 2.22 Cuba con electrodos y detalle de las fuerzas sobre iones. 


En ese caso, la energía entregada por el campo no se convierte en energía 
cinética, ya que los iones se mueven con velocidad constante (a la cual llegan en 
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sólo 107 s). Sobre cada ion, en ese régimen de equilibrio tenemos una fuerza 
qE y una fuerza de rozamiento igual y de sentido contrario (ya que no hay 
aceleración). 

Es el mismo caso de un autom ‘ovil que viaja a velocidad constante, donde 
la fuerza impulsora del motor en todo instante es igual y de sentido contrario 
a la fuerza resultante de rozamiento. En ese caso la energía entregada por el 
motor se convierte en el trabajo de la fuerza de rozamiento. Lo mismo pasa en 
una solucion: la energía entregada por el campo se convierte en el trabajo de 
la fuerzas disipativas de rozamiento, o sea, aparece en forma de calor. 


La densidad de potencia entregada por el campo eléctrico siempre es P = 
Jj: E, sólo que en este caso j y E no son independientes entre sí: vale la relación 
3 =c E. Por lo tanto, 
P=0E-E=0E? 


o también, 3 
P=j-j/o=j’/o (2.26) 


Esta es la densidad de potencia entregada por el campo eléctrico a través de 
las cargas al medio en la forma de calor. Al aplicar (2.26) hay que tener bien en 
cuenta que en realidad lo que yo puedo controlar es E; j aparece por efectos 
del conductor. 

Si tenemos un conductor homogéneo muy largo y fino, que habíamos llamado 
resistencia, para el cual podemos suponer con buena aproximacion que las 
líneas de corriente son siempre las mismas cualesquiera sean las condiciones 
de conexión y en el cual vale la relación (2.21), la potencia total entregada en 
forma de calor al conductor sería 


-2 
PoE x Vol. = ES = Les 
O 


Multiplicando y dividiendo el último miembro por S y recordando que I = j- S, 
según la ecuación (2.21) tendremos, 


= TFR (2.27) 


Resumamos lo precedente: 


1. El movimiento colectivo de muchas cargas puntuales se describe en cada 
punto con el vector densidad de corriente j. El flujo de ese vector a través 
de la superficie representa la corriente eléctrica a través de esa superficie. 
Para un flujo de cargas positivas, el vector densidad de corriente tiene el 
mismo sentido que la velocidad de las cargas. Para cargas negativas, la 
densidad de corriente es opuesta a su desplazamiento. 


2.8. 
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Hay medios en los cuales bajo la acción de un campo eléctrico se establece 
una corriente espontanea. En ellos, la densidad de corriente es propor- 
cional al campo eléctrico. Esta proporcionalidad se explica suponiendo 
la acciíon de una fuerza de rozamiento, que en el desplazamiento de las 
cargas, va manteniendo en equilibrio a la fuerza eléctrica. La constante de 
proporcionalidad es una caracter ística del medio llamada conductividad. 
Estos medios se denominan conductores. 


Hay una relacion de proporcionalidad entre la corriente que atraviesa 
dos elementos correspondientes en dos superficies equipotenciales dentro 
de un medio conductor y la diferencia de potencial. Dicha constante se 
llama resistencia. 


La resistencia entre dos superficies equipotenciales depende del medio y 
de la forma en que fluye la corriente. En conductores homogéneos, rec- 
tilíneos, largos y de sección pequeña, el flujo de corriente es homogéneo y 
la resistencia es proporcional a la longitud e inversamente proporcional 
a la sección. 


Además de las corrientes de conducción (dictadas por el campo eléctrico 
aplicado), hay corrientes de convección independientes del campo, deter- 
minadas por otros factores (mec“anicos, por ejemplo). 


En una corriente de conducci'on estacionaria, la potencia entregada por 
el campo eléctrico se dispersa en forma de calor, por efecto de las fuerzas 
de rozamiento. En las corrientes de convecci“on, la potencia entregada 
(o recibida) por el sistema (mecanico) que las produce es absorbida (o 
entregada) por el campo eléctrico. 


Pilas - Fuerzas electromotrices 


Vamos a examinar mías en detalle algunos casos de un medio en el cual 
fuerzas de origen no eléctrico impulsan a las cargas (iones o electrones) en 
forma independiente, o incluso, en contra del campo eléctrico. Esos sistemas 
se llaman en general “pilas”, o simplemente “fuentes de fuerza electromotriz”. 
Esos desplazamientos de cargas son corrientes de conveccion, por cuanto no 
tienen relación con el campo eléctrico: son producidas por fuerzas no-eléctricas. 
El primer ejemplo de un sistema así ya lo hemos visto: era el caso de la cinta 
transportadora (figura 2.19) en el que una fuerza mecanica, provista por la 
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cinta, mantiene en equilibrio la acci“on del campo eléctrico permitiendo un 
desplazamiento de las cargas en contra del campo existente. Este es el ejemplo 
mías simple de fuerza electromotriz. En él podemos analizar cualitativamente, 
en forma simb olica, todos los procesos físicos que ocurren en las verdaderas 
pilas. 

Volvamos al caso de la esfera metalica de un Van de Graaff inicialmente 
descargada (figura 2.23). Un hombre comienza a dar vuelta a la manija poniendo 
en movimiento la cinta. A medida que la esfera se va cargando, el hombre tiene 
que proveer la fuerza mecánica necesaria para equilibrar la fuerza eléctrica del 
campo que va apareciendo (contrario al desplazamiento de las cargas sobre la 
cinta). 


Figura 2.23 Circuito de un generador de Van de Graaff. 


Suponiendo que la esfera se pueda cargar indefinidamente, llegará un momento 
en que el campo sería tan intenso que el hombre no podra ejercer la fuerza 
mecánica suficiente como para equilibrar la acción de ese campo sobre las cargas 
de la cinta. La cinta se detendría en el preciso momento en que la accion del 
campo equilibre la fuerza máxima que el hombre puede ejercer. En ese momento, 
el sistema estaría polarizado, la corriente de conveccion de la cinta cesaría y el 
potencial de la esfera será el potencial de polarización, o la fuerza electromotriz 
(mal llamada así, porque no es una fuerza). Si entonces conectamos la esfera por 
medio de un conductor externo a tierra, la esfera comenzará a descargarse por 
la corriente de conduccion en el conductor. El potencial, y con ello el campo, 
disminuirá. Por lo tanto también disminuirá la fuerza eléctrica sobre las cargas 
de la cinta y el hombre podría ponerla nuevamente en movimiento. En un 
régimen tal, se podría establecer un equilibrio din“amico (corriente constante 
A 0) y la energía entregada por el hombre se disiparía en forma de calor en el 
conductor de descarga. 


158 CAPÍTULO 2 


2.9. Pila de concentración 


Vamos a estudiar ahora los sistemas en que una fuerza no-eléctrica es 
provista por el mismo medio. Consideremos primero las pilas de concentración, 
que son las menos usadas pero las mæ simples de describir. Supongamos un 
medio acuoso con una solución de un electrolito y supongamos que en ese medio 
hay lo que se llama un gradiente de concentración (el número de iones por cm 


de un lado, n4, es mayor que el número de iones por cm? en el otro (figura 
2.24)). 


Lado A Lado B 


L 


Figura 2.24 Solucion de un electrolito con gradiente de concentracion. 


Hay una variaci“on del número de iones por unidad de volumen a lo largo 
de x. En el ejemplo graficado es:*% 


n <0 

Ox 
Observemos un ion positivo. Ese ion recibe choques de las moléculas del líquido 
y de los otros iones. Del líquido recibe el mismo número de choques de la derecha 
que de la izquierda (el líquido es siempre el mismo en todas partes), pero de 
los iones recibe mas patadas de la izquierda que de la derecha, porque hay 
mæ a la izquierda que a la derecha. El resultado estadístico es que sobre el 
ion actúa una fuerza en la direccion de las x crecientes que lo hace mover en 
esa dirección. Este es el proceso de difusión, que es un proceso estadístico muy 
importante en física. Debido a este proceso de recibir más choques de un lado 
que del otro, o sea de una transferencia neta de impulso en una direccion, los 
iones siempre se mueven hacia la zona de menor densidad. En particular, hay 
una cierta ley, que vamos a dar aquí como un resultado experimental, que dice 
que si se considera un elemento de “area ôS perpendicular al movimiento de 
difusión, el número de iones y que atraviesa la unidad de área en la unidad de 


10Resulta negativo porque la concentraci“on es mayor a la izquierda que a la derecha: la 
concentración disminuye al aumentar zx. 
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tiempo (lo que llamamos flujo de difusión) es proporcional a lo que se llama el 
gradiente de concentración On /0x 


y A 
"— es ” da 


Cuanto mayor sea la diferencia de concentración por unidad de longitud, mayor 
va a ser el número de iones que atraviesa la unidad de “area en la unidad de 
tiempo. Esta proporcionalidad se puede escribir en la forma 


donde el signo menos indica que siempre las partículas difunden hacia zonas 
de menor concentración. La constante de proporcionalidad D depende sólo del 
medio y del soluto: es el coeficiente de difusión. 


Como muestra la figura 2.24, las partículas positivas y negativas van a ir, por 
la acción de estas fuerzas de difusión, que en última instancia son mecánicas, en 
la dirección de las x crecientes. El número de iones positivos que en la unidad 
de tiempo atraviesen la unidad de área sería 


+ ¿On* 
” 5 Er 
y para los negativos, 
— on 
A 


Los coeficientes de difusión no tienen por qué ser los mismos. Por ejemplo, en el 
caso del H2501, los iones de hidrógeno (positivos) son chiquitos, mientras que 
los iones del radical sulfato (negativos) son grandes, y la transferencia relativa 
de impulso sería mas grande para los primeros (y con ello, su coeficiente de 
difusión). 

Estas relaciones se pueden escribir de una manera mæ elegante en forma 
vectorial, teniendo en cuenta que en el caso general la concentracion puede 
depender de las tres dimensiones, 


vt = -DVn (2.28) 


v =-D Vn 


El número de iones positivos que atraviesan la unidad de área en la unidad 
de tiempo, multiplicado por la carga de cada ion, es la cantidad de carga 
(positiva) que atraviesa la unidad de superficie en la unidad de tiempo, o sea, 
es la contribucion de las cargas positivas a la densidad de corriente 


tago e D Yn" 
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Los iones negativos representan una corriente en dirección contraria al sentido 
de la concentracion creciente 


=quv =-q D Vn 


Si suponemos un electrolito de iones con cargas iguales en módulo, de tal modo 
que podemos hacer q* = q, y q7 = —q, y considerando quen? = n~ = an (ver 
relaciones (2.14) y (2.15)), para la densidad de corriente total tendremos 


j=j" +} =-—4D*V (an) +qD Vían) =-q(D*- D`)V (an) (2.29) 


Obsérvese que la condicion necesaria para que la difusion de los iones 
realmente represente una corriente de convecci“on es que los coeficientes de 
difusion de los iones positivos y negativos sean diferentes entre sí. Si ello 
no fuera así, el desplazamiento de ambos tipos de iones sería completamente 
paralelo en el proceso de difusi“on, representando dos corrientes iguales y de 
sentido contrario, con un transporte neto de cargas nulo. 


Supongamos que los iones positivos difunden más rápidamente que los iones 
negativos (como por ejemplo en una solucion de HCl). Teniendo entonces un 
recipiente con una solución de concentración variable (por ejemplo, decreciente 
en el sentido de las x (figura 2.25)), se inicia la difusion, y desde el primer 
momento, para cada ion negativo habrá uno positivo que está siempre más a la 
derecha (porque los iones positivos llevan la delantera en el proceso de difusión). 
Se produce entonces una separación neta de cargas similar a la que sucede en 
un dieléctrico cuando este se polariza (ver sección 1.23). Esta separación en la 
que las cargas positivas tienden a estar a la derecha de las negativas causa la 
aparición de un campo eléctrico de sentido contrario al movimiento de difusión. 


Figura 2.25 Esquema de una pila de concentracion. 


A medida que la corriente de difusión tiende a separar más y más a las car- 
gas de signo opuesto, el campo eléctrico en el seno del líquido crece. Llegará un 
momento en que ese campo sea suficientemente intenso como para impedir una 
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ulterior separación neta de cargas: la corriente de difusión (corriente de convec- 
ción) cesará, y el sistema entrará en estado de equilibrio. En ese estado, habrá 
un campo eléctrico estable, y entre dos puntos del líquido, correspondientes 
a concentraciones diferentes, se habría establecido una diferencia de potencial 
(el sistema estaría polarizado). La diferencia de potencial entre dos electrodos 
sumergidos en la solución polarizada es la fuerza electromotriz (fem). Si ahora 
conectamos los electrodos con una resistencia entre sí, removemos parte del 
exceso de cargas acumuladas en su vecindad por efecto de la polarizaci“on: el 
campo disminuye, la separación de cargas por difusión puede comenzar nueva- 
mente, y vuelve a fluir una corriente en el seno del líquido. ¡Nótese la semejanza 
formal con el caso del Van de Graaff! 


En esta descripción cualitativa debe quedar bien claro que lo que cesa, una 
vez polarizado el sistema, no es el proceso de difusion (que sigue lentamente 
hasta que las concentraciones se hayan igualado), sino la separaci on neta de 
cargas en ese proceso. Por ello, en una pila de concentracion nunca hay un 
estado realmente estacionario; sin embargo es posible, en principio, lograr un 
proceso de difusión suficientemente lento como para aproximar el sistema a un 
estado estacionario. 

Vamos a tratar ahora el problema en forma cuantitativa. Para ello es necesa- 
rio ver primero qué pasa con una solución con gradiente de concentración, en la 
que actúa un campo eléctrico. Apliquemos un campo eléctrico (por el momento 
no nos interesa su origen), que por simplicidad vamos a suponer uniforme, en 
la direcci“on de x. Entonces, independientemente de la corriente de difusi”on, 
va a aparecer una corriente de conduccion, ya que sobre las cargas eléctricas 
va a actuar ahora una fuerza causada por el campo eléctrico. El movimiento 
resultante va a ser la composicion del movimiento originado por las acciones 
de la fuerza eléctrica y del proceso difusivo. En otras palabras, la densidad de 
corriente en el campo eléctrico será, de acuerdo a las ecuaciones (2.17) y (2.29), 


j = Jonea i + J difusion = dan (u* + u) E-— q (497 => D`) V (an) 
que puede ser expresado en forma más conveniente, factoreando, 


(D? -— D`) V(an) 
qlut+u) an 


j =q an (ut +u ) |E (2.30) 


Al factor q“an(u* + u`) lo habíamos llamado conductividad (ecuaci'on 2.17); 
por lo tanto, podemos escribir (2.30) en la forma 


j=o0[E+F] (2.31) 


donde F representa la cantidad F = —(D* — D")V(an)/qlu* + uan. 


Observando la ecuación (2.31), vemos que en una solución inhomogénea en 
la que hay un campo eléctrico y un gradiente de difusi“on, aparecen, ademas 
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de la fuerza eléctrica, fuerzas extra eléctricas simbolizadas por F. Pero ¡ojo! : 
F no tiene dimensiones de fuerza sino de fuerza por unidad de carga —o sea 
dimensiones de campo, aunque no tiene nada que ver con un campo eléctrico. 

Consideremos una solución con un gradiente de concentración en su instante 
inicial. Ya hemos predicho cualitativamente que por el efecto de la polarización 
durante la difusión, va a aparecer un campo eléctrico que se opondrá al efecto 
de polarizaci“on (figura 2.26). En otras palabras, inicialmente s'do habría una 
corriente de convecci“on dada por j = oF, pero inmediatamente (y en verdad 
en un tiempo cortísimo) nacerá un campo eléctrico que neutraliza la separación 
neta de cargas por difusi ‘on. 


Figura 2.26 Campo eléctrico que se opone a la polarizaci“on debida al gradiente de concentración inicial. 


La condicion de equilibrio estaría dada por j = Jconduccion + J difusion = 0. El 
campo eléctrico Eo que corresponde a ese estado estará dado entonces por 


y y (D*— D`) V (an) 
eeka a (2.32) 


En estas condiciones estamos en presencia de una pila de concentración polari- 
zada. 


La diferencia de potencial que se establece entre dos puntos de la solu- 
ción, donde las concentraciones son na y NB respectivamente, de acuerdo a la 
ecuación (2.32), estaría dada por 


B B 
Avas=- f Eo-de= f F -dl (2.33) 
A A 
Suponiendo que la concentración s'do varía a lo largo de x, tendremos 


(DSD ST" T adan) pa DIS (1) dlan) 
AVaz = n de = = | 


q(ut +u) j am) AN 


an dx q lut +u) 


O sea, E 
(D =D) lona 
AVAB = l 
PL gutu) (on)s 
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Esta cantidad es positiva si na > ng, siempre que D* > D`. Puntos de igual 
concentraci'on estían al mismo potencial. La diferencia de potencial entre dos 
electrodos sumergidos en una pila de concentración se llama fuerza electromotriz 
€ de la pila (es una característica de la pila). La relación (2.33) se puede escribir 


B B 
e=- En -de= f F- dl (2.34) 
A A 


en equilibrio y en ausencia de corriente. 


Una forma de construir una pila de concentraci'on en la pr'actica consiste 
en separar en un recipiente dos soluciones de la misma sal de concentraciones 
diferentes con una membrana porosa por la que puedan difundir los iones. En el 
ejemplo de la figura 2.27 el ion H* difunde más rápidamente que el ion sulfato. 
Por ello, la polarizacion se produce como es indicado en la figura (los iones 
H* dejan atrías a los iones sulfato, al travesar ambos en el mismo sentido la 
membrana). 


Figura 2.27 Pila de concentracion y su potencial en función de la posici“on. 


Se puede comprobar que existe una relación entre el coeficiente de difusión 
D y la movilidad u (llamada permeabilidad en el caso de una membrana) 


D=kTu 


donde T' es la temperatura y k la constante de Boltzmann, que tiene por valor 
k =1,38 - 107? J/K. Entonces, 


e, ES 
Alis kTu u In (12) 


q ut +u” NB 


Para q igual a la carga eléctrica elemental, es decir, para iones monovalentes, 
y a 300K, el coeficiente kT/q = 0,026 V = 26mV. Para u` œ~ 0 (membrana 
impermeable a los iones negativos) la relación anterior se simplifica 


NA 


kT 
AVAB = A In (=) (2.35) 


NB 
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2.10. Otros ejemplos de fuerza electromotriz 


Hay otras formas de obtener fuerzas electromotrices, o sea, otros sistemas 
donde fuerzas no-eléctricas causan el desplazamiento de cargas. Si tenemos una 
solución de una cierta sal (por ejemplo de plomo), de una cierta concentración, 
y sumergimos un pedazo del metal en cuestión, se observa experimentalmente 
que aparece una diferencia de potencial entre el electrodo y la soluci“on. 


CuSO, te, 


Figura 2.28 Barra de plomo sumergida en una soluci“on salina. 


Aquí hay un proceso semejante, pero no igual, al de difusión. Lo que sucede 
es que los “atomos de la red cristalina del Pb pasan en forma de iones a la 
solucion por efecto de fuerzas no-eléctricas, por mecanismos propios de la 
interaccion entre las moléculas del H20 y del cristal. Se establece así una 
corriente de conveccion. Esa corriente no seguiría indefinidamente, ya que los 
iones bivalentes Pb°™ van a quedar cerca del electrodo, el cual se va cargando 
negativamente (por cada ion Pb que se va, quedan dos electrones libres en el 
metal). En consecuencia, aparece un campo eléctrico cerca del electrodo, con la 
dirección dada en la figura 2.28. Ese campo eléctrico va creciendo, y llegará un 
momento en el cual sea suficientemente intenso como para evitar que más ¡ones 
Pb pasen a la solución. Nuevamente podemos utilizar la relación (2.31), que nos 
dice que la densidad de corriente j sería proporcional al campo eléctrico m's 
una fuerza por unidad de carga F de origen no-eléctrico, y que en equilibrio, 
o sea cuando el campo eléctrico generado creció suficientemente como para no 
dejar salir más iones, será j = 0, Eo = — F. 

Hay elementos en que el proceso es inverso: son los iones de la soluci“on 
los que se depositan sobre el metal neutraliz“andose. Esto sucede por ejemplo 
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con el cobre. En ese caso, el electrodo se carga positivamente, siendo el campo 
eléctrico y la diferencia de potencial inversos al caso anterior. 


Este tipo de fuerza electromotriz es usado como patron de potenciales 
por cuanto se pueden producir elementos que reproduzcan una diferencia de 
potencial que se mantiene muy constante durante mucho tiempo. Esto no se 
puede hacer con la pila de concentración en la que el gradiente de concentración 
disminuye gradualmente con el tiempo. 


La diferencia de potencial entre un electrodo y la solución correspondiente 
se llama tension de disoluci“on. ¿C“omo se hace para medir esa diferencia de 
potencial entre un electrodo y la solucion? Evidentemente si la medimos con 
electrodos del mismo metal nos daría 0. Por ello, sólo es posible medir diferencias 
de potencial metal-soluciíon relativas. Por ejemplo, si tenemos un electrodo 
de Cu sumergido en SO¿Cu, y un electrodo de Zn sumergido en SO4Zn, y 
ambas soluciones están en equilibrio (corriente cero, potencial constante), y en 
contacto mutuo a través de una membrana porosa (la antigua pila de Daniell) la 
diferencia de potencial AV entre ambos electrodos estará dada por la diferencia 
entre las tensiones de disolución del Cu y del Zn, respectivamente. 


Otra fuente tipo de fem que podemos citar aquí es la que se origina al poner 
en contacto dos metales X e Y (figura 2.29). 


Figura 2.29 Transferencia de electrones por contacto de dos metales. 


Se observa que se establece una diferencia de potencial característica del par 
X-Y. En este caso, esa corriente se establece por culpa de los electrones, que en 
cada metal se comportan como un gas de presión dada (número de electrones 
por unidad de volumen que se pueden mover libremente en el metal). Si X tiene 
una concentración de electrones más elevada que Y, al ponerlos en contacto se 
establece un pasaje de electrones de X a Y: los de X tienden a entrar en la red 
cristalina de Y. Como los electrones van de X a Y, se establece una corriente de 
convección de Y a X. A medida que van pasando electrones, se acumulan cargas 
negativas en Y, y en X van quedando agujeros positivos, por lo que se crea un 
campo eléctrico de X a Y tal que, al crecer suficientemente, puede anular la 
accion de la fuerza de origen no-eléctrico que desplaza a los electrones de X 
a Y. En ese caso de equilibrio (corriente constante y un potencial negativo) 
se habría establecido una diferencia de potencial entre los dos metales. Á este 
fenómeno se le da el nombre de fuerza electromotriz de contacto. 
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En el caso de fuerza electromotriz de contacto, la tensión correspondiente se 
llama potencial de contacto. Un ejemplo típico es cuando, al comer chocolate, 
por equivocación uno muerde el papel plateado con una muela emplomada: la 
tensión de contacto entre la amalgama y el aluminio del papel se percibe como 
dolor. 


Y ya que estamos hablando de un proceso biológico, volvamos al caso de una 
pila de concentraci“on del tipo mostrado en la figura 2.27 y la relacion (2.35). 
El mecanismo de este tipo que podemos considerar como “el m's importante 
del mundo” (sin el cual el lector no podría leer ni entender esto -m'as aún, 
sin el cual el lector ni siquiera existiría) opera en la membrana excitable 
de las neuronas, que separa dos medios de concentracion de iones de sodio y 
potasio diferentes: el protoplasma (con mayor concentracion de potasio) en el 
interior de la célula y el fluido en el medio exterior (con mayor concentraci “on 
de sodio). Como veremos en la seccion 2.13, esto lleva a la manutencion de 
una corriente en equilibrio y de un potencial negativo dentro de la neurona de 
unos —75 mV (llamado “potencial de reposo”); lo notable es que este potencial 
puede variar sustancialmente (hasta varias decenas de mV positivos durante 
unos milisegundos) por efecto de variaciones locales de la permeabilidad, lo 
que genera los impulsos eléctricos responsables del funcionamiento integral del 
sistema nervioso. 


Otros sistemas, muy importantes en la técnica, utilizan ciertas reacciones 
químicas para originar una fem. Un caso clásico es el del acumulador o batería 
de plomo o litio. Este sistema es reversible, es decir, una vez agotado, puede 
ser recargado. 


2.11. Caída de tensión en una pila 


Hasta ahora contemplamos la fem 
en estado estacionario, es decir, cuando 
había equilibrio entre la fuerza eléctrica 
y la fuerza no eléctrica responsable del 
fenomeno en cuestion. Veamos qué pasa 
si unimos los bornes de una pila de con- 
centraci“on con una resistencia, haciendo 
fluir una corriente (figura 2.30). Tenga- 
mos presente el modelo equivalente del 
Van de Graaff polarizado (sección 2.8). Al 
Figura 2.30 Bornes de una pila de concentracion fluir una corriente en R, parte de las car- 

unidos por una resistencia. . 
gas sobrantes de un lado de la solucion 
son devueltas al otro, el campo en el interior de la solucion disminuye, y el 
proceso de separación neta de cargas (corriente de difusión) vuelve a comenzar. 
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Mientras que la corriente no sea demasiado grande, el sistema llega inmedia- 
tamente a régimen estacionario, y el campo eléctrico que se establece en el 
interior es siempre tal que queda asegurado que la corriente total en el interior 
de la solución sea igual a la corriente en la resistencia exterior. La densidad de 
corriente en la solución sería, de acuerdo a la ecuacion (2.31), 


j=0(E+F) 
es decir, 
patep 
ej 


Obsérvese bien que en esta relacion F es siempre la misma en cada punto 
de la pila, dado que depende s'olo de las caracter ísticas de esta última, y es 
independiente del paso de la corriente. 


Figura 2.31 Tubos de corriente dentro de una cuba electrol ítica. 


Teniendo en cuenta la definicion de fuerza electromotriz (2.34), e integrando 
la relacion anterior a lo largo de un tubo de corriente (figura 2.31) entre los 
electrodos A y B, tenemos 


1 
AV =€-— j/o dl = E — dl — 
tubo Tk 

Por definición de tubo de corriente j -d€ = j dl; para la segunda igualdad hemos 


hecho uso de la (2.21) para el cilindrito mostrado en la figura, e integrado de A 
a B. rk es la resistencia del tubo de corriente k en cuestión. Si escribimos esta 
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relación en la forma 0/, = 1/r(AV — €) y sumamos sobre todos los tubos de 
corriente entre los electrodos, llamando 


1 1 
k E ER 


donde / es la corriente total entre las placas y r la resistencia interna de la 
pila, llegamos a la relacion 


AV =Vs-Va=€ -— Ir (2.36) 


Hay que tener bien presente que r se obtuvo sumando las inversas de las 
resistencias elementales de los tubos de corriente entre los electrodos, y las 
resistencias elementales se obtuvieron sumando las cantidades 9//005 a lo largo 
del tubo de corriente. O sea, esa resistencia interna depende del medio, pero 
ademas depende de la forma en que fluye la corriente en el interior de la pila. 
La fuerza electromotriz € y la resistencia interna r son las dos características 
fundamentales de la misma. 

La (2.36) muestra que la diferencia de potencial entre los electrodos o bor- 
nes de una pila es menor cuando circula una corriente entre los mismos, que 
a circuito abierto. Esta caída de tensión tiene su origen en el movimiento con 
rozamiento de las cargas en el interior de la solucion. Efectivamente, cuando 
hay equilibrio (j = 0), la fuerza no-eléctrica qF mantiene en equilibrio a la 
fuerza eléctrica qE (figura 2.32 superior). 


£ + Elio 


| + 0 


Figura 2.32 Arriba: equilibrio entre fuerzas en ausencia de corriente. Abajo: fuerzas actuantes cuando 
circula corriente. 


Pero cuando hay corriente, esa fuerza no-eléctrica qF, que es siempre la misma 
(pues depende sólo del proceso de difusión que ocurre en el medio), debe man- 
tener en equilibrio no sólo a la fuerza eléctrica, sino también a la de rozamiento 
(figura 2.32 inferior), para que las cargas se puedan desplazar con velocidad 
constante. Por ello, en ese caso E debe ser menor que en el equilibrio, y con 
ello AV < €. 
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2.12. Balance de energía en una pila 


Vamos a estudiar ahora el balance de energía para el caso de una pila, entre 
cuyos bornes hemos conectado una resistencia. 


- + 
—A e] 
- ¡+ 


Figura 2.33 a) Representación de una pila; b) pilas en serie; c) fuente de tensión. 


Por convencion se simboliza una pila como en la figura 2.33a, donde las dos 
líneas representan los electrodos, tom'andose el mías largo positivo y el m's 
corto como negativo. En 2.33b se muestra cómo se representa el acoplamiento 
de pilas en serie. Se suele dibujar al lado la resistencia interna de la pila, que 
designaremos de ahora en adelante con la letra r. Lo representado en 2.33c 
es una unidad que llamamos fuente de tensi “on. Si a esa fuente le conecto una 
carga, (figura 2.34), que puede ser una resistencia o todo un circuito complicado 
(incluso un motor eléctrico), se establece una cierta corriente eléctrica que va 
del borne positivo A al negativo B, y que es f'acil de calcular. 


fuente carga 


Figura 2.34 Fuente de tension conectada a una carga, en este caso: una resistencia. 
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Sabemos que, por el lado de la fuente, de acuerdo a la ecuación (2.36), 
AVag = € — Ir 
Por el lado de la carga, por definicion de resistencia, tenemos 
AVas = IR 


de ambas puedo eliminar la diferencia de potencial y despejar I, cuyo valor 
resulta £ 


r+R 
Si representamos / en función de la carga R (que es la única variable indepen- 
diente ya que ni € ni r se pueden modificar a piacere para una fuente dada), 
obtenemos una hipérbola que tiende a 0 para R tendiendo a infinito, y que 
para R = 0 equivale a tener los bornes en cortocircuito. 


(2.37) 


Cortocircuitando los dos extremos de la pila (R = 0), se obtiene la corriente 
máxima posible € /r (figura 2.35). En cambio, dejando el cortocircuito abierto 
(R = 00), tendremos I = 0. 


I A 
Ehr 


R 


Figura 2.35 I vs R. 


En la práctica es conveniente llevar en todos los casos posibles las represen- 
taciones a rectas, ya que son mucho más fáciles de trazar a ojo. Es fácil hacerlo 
para la ecuación (2.36), tomando inversas, 


1 _ r+4R r R 
DoE TS 
La representacion gr'afica de 17* versus R es una recta (figura 2.36) que para 
R= 0 corta al eje en r/€, tiene pendiente positiva, y es tal que medida en la 
escala adecuada da £71. De este modo pueden determinarse las caracter Ísticas 
de una pila experimentalmente: midiendo con un amperímetro las corrientes 


correspondientes para cada carga R que se aplica al sistema, y representando 
-1 be . 11 
los valores de J ~ en funci“on de los R correspondientes. 


(2.38) 


11Para medir de manera muy precisa las características de un elemento de potencial patrón, 
en los que no se debe hacer circular mucha corriente, hay que aplicar otros métodos (puentes). 
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R 


Figura 2.36 I-t! vs R. 


La diferencia de potencial AVag será 


R 
R+r 


AVas =IR=€ (2.39) 


Representando A VAs en función de la carga R, tendremos la figura 2.37. Para 
R > œ, Vas > € (circuito abierto). 


R 


Figura 2.37 AV,g en funcion de la carga R. 


Volvamos a nuestro circuito de la figura 2.34 de una fuente con una carga 

R. En ese caso se disipa potencia en las dos resistencias: en la exterior y en la 

interna. Esa potencia se disipa en forma de trabajo de las fuerzas de rozamiento 

que actúan en las resistencias, es decir, calor. Según la ecuación (2.27) para la 
potencia total disipada tendremos 

E? 
Pota = 1 T+ I’R = P (r + R) = EI = (2.40) 
r+ R 


Esta potencia es la entregada por las fuerzas no-eléctricas que actúan en la pila. 
De la expresión (2.40) surge que 


Piotal 
I 


= € = cte (caracter Ística de la pila) (2.41) 
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De esta manera resulta otra posible definición para la fem de una pila. Mientras 
Piotal € I dependen ambas de la carga que se conecta a los bornes, su cociente 
P/I es independiente de la carga, lo que constituye una característica de la 
pila: la fem. 

La potencia total disipada (en la pila y en la carga) en función de la carga 
R es otra vez una hipérbola (figura 2.38), que corta al eje de las ordenadas en 
el valor E?/r. 


R 


Figura 2.38 P ota] vs. R 


O sea, al cortocircuitar la pila se obtiene el máximo de potencia. Lamentable- 
mente, en ese caso, toda esa potencia aparece en el interior de la pila, la cual 
se va calentando y destruyendo. En general cuando se conecta una carga a una 
pila, no estamos interesados en calentar la pila, sino en extraer potencia afuera 
(calentar una estufa, poner en marcha un motor eléctrico, etc.). Es evidente que 
aquí aparece el factor rendimiento de una pila, definido por el cociente entre 
la potencia entregada afuera y la potencia total disponible. El rendimiento es 
entonces, 


2 Paisipada en la carga PR = ESB] (R T r) S R B 1 
l Protal ERr) EJ(R+r} R+r  1+(r/R) 
TEER (2.42) 
0 2 T1+ (7/8) | 


Aquí aparece en funcion de la carga R. Expresado de esa manera resulta 
independiente de la fem €. En cambio, depende de la relación entre resistencia 
interna y carga: cuanto mayor sea la carga, mayor sería el rendimiento. Para 
carga nula (cortocircuito) tendremos rendimiento nulo (toda la potencia se 
disipará en el interior de la pila). 

Por otra parte, cuanto menor sea la resistencia interna r, mayor sería el 
rendimiento para una carga dada. Por ello se procura que la resistencia interna 
de una fuente sea la menor posible. Esa es la raz'on por la cual los electrodos 
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en una batería se disponen esquem “aticamente como se ve en la figura 2.39. 
Esto contribuye a minimizar el cociente 0£/95 en la resistencia (2.21) de los 
tubos de corriente entre los electrodos. 


A 


Figura 2.39 Disposici“on de los electrodos en una batería. 


A veces es conveniente expresar el rendimiento en funci“on de la corriente 
que circula por la pila. Para ello consideremos la ecuación (2.41): 


2 e 
r IR IR AV €-—Ir aa Ir (2.43) 
EI E E E E 


Como se ve, cuanto menor sea la corriente, menor sería la potencia entregada, 
pero mayor el rendimiento de la pila. En otras palabras, cuanto menos potencia 
saquemos a la pila, mas barata la conseguiremos (menor sería la fracci“on que 
quede dentro de la misma pila). Adem'as, otra vez se ve en la ecuacion (2.43) 
que, para una dada corriente, la pila que tendrá mayor rendimiento será la que 
tenga menor resistencia interna. Obsérvese que, según la ecuacion (2.43), n 
representa la caída relativa de potencial entre sus bornes AV/E. 


Si en lugar de tener una sola pila, conectamos n pilas exactamente iguales 
en serie (figura 2.40), el conjunto se comporta como una sola fuente de fuerza 
electromotriz Eo = nE, y resistencia interna ro = nr. 


pwapwa a 


B A 


Figura 2.40 Sistema de n pilas en serie. 
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B 
Esto se demuestra calculando — f4 E -d£ entre B y A, a través de las pilas. El 
rendimiento, para una corriente dada, sería: 


ro nr r 
=1->I/=1-—I=1-=I= 
le En nE AN 
o sea, el mismo que cada pila individual. En cambio, para una carga R dada, 


tenemos que 
1 1 


1+(r0/R) 1+(nr/R) 
Si, en cambio, las pilas (iguales) estían en paralelo (figura 2.41), la fuerza 


electromotriz del sistema total será la misma €, pero la resistencia interna será 
ro=r/n. 


no <n 


B 


Figura 2.41 Sistema de n pilas en paralelo. 


Consideremos por último la potencia total transferida a la resistencia de 
carga R, o sea Pr = I” R. Dada en función de la fem, queda 
a (2.44) 
== : 
(r+ R) 
Como funcion de R, es una curva (figura 2.42) que pasa por un m'aximo para 
R = r. La potencia transferida, o potencia disponible, es m'axima para una 
carga igual a la resistencia interna. En ese caso será 


E? 


maxima 4 r 


(2.45) 
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å R 


Figura 2.42 Potencia transferida Pp en funci'on de R. 


Como para R = r la potencia total es Piotal = E° /(2r) vemos que el valor 
m'aximo de la potencia total transferible es la mitad de la potencia total y 
corresponde a una carga igual a la resistencia interna. 

Graficando la potencia total y la potencia entregada al exterior, obtenemos 
la figura 2.43. Ambas curvas se acercan mutuamente para R tendiendo a infinito 
(o sea, I tendiendo a 0), por lo tanto, aumenta el rendimiento (ecuación 2.42). 


T R 


Figura 2.43 Potencia total y potencia Pg entregada al exterior vs. R. 


Todas estas consideraciones son de una importancia general notable, puesto 
que, como demostraremos más adelante, cualquier circuito por complicado que 
este sea, se comporta frente a una carga conectada a dos de sus puntos como 
una fuente de una única fem y una dada resistencia interna, por lo tanto las 
relaciones (2.38) a (2.45) valen en su forma más general. 
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Hay otra característica más para una fuente de fem. Es lo que comúnmente 
se llama la capacidad (nombre inadecuado, ya que no tiene nada que ver con 
capacitores). Se refiere a la cantidad total de carga que puede entregar una pila, 


es decir, la integral 
Q- [ra 
0 


Esta es una característica de la pila que no depende del circuito exterior sino 
del número total de cargas o iones disponibles. Como la corriente puede ser 
expresada como el cociente entre la potencia total y la fem (ecuacion 2.41) 


será: Ss % p y po i 
— I — Bag f Poudi = F 
Q e dt Í E El, total E 


donde puede sacarse 1/€ fuera de la integral, ya que en general se mantiene 
prácticamente constante durante la vida de una pila. La integral U de la poten- 
cia es la energía total que puede entregar una pila. Al ser Q una característica 
propia de la pila, así como €, concluimos que también la energía total entregable 
es una propiedad característica de la pila dada. Si ponemos varias pilas iguales 
en paralelo, la fem total es la misma, pero Uo = nU, puesto que la capacidad 
del sistema aumenta n veces. 


Como ejemplo numérico digamos que una pila recargable tiene una capa- 
cidad del orden de 2000 mAh (ampere x hora; 1 Ah = 3600C). A una cierta 
fem de 1,5 V ello representa una energía total disponible de W = EQ = 1,5V 
x 7200C = 1,08 - 10* J. 

Para fijar ideas definitivamente, volvamos a considerar el rendimiento. U es 
la energía total que puede entregar una pila (que pueden entregar las fuerzas no- 
eléctricas en su interior). Parte de esta energía total se pierde irremediablemente 
en el interior de la misma pila. Cuanto menor sea la corriente que extraigo de 
la pila (menor la potencia) mayor sería la fraccion de energía que, al cabo de 
un cierto tiempo, recolecto en la carga R. Si R/r — 00 (o sea, si 7 > 0), toda 
la energía entregable U aparecer'a en la carga (s“olo que el proceso duraría un 
tiempo infinitamente grande). 


Resumiendo lo anterior: 


1. Una pila (o fem) es un sistema en el que fuerzas no-eléctricas causan el 
desplazamiento de cargas en contra del campo eléctrico. 


2. Dejando la pila como sistema aislado, invariablemente ese desplazamiento 
causa la separación de cargas positivas y negativas (polarización), lo que 
crea un campo eléctrico interno. Se llega a un estado de equilibrio, en el 
que la fuerza correspondiente a ese campo interno mantiene en equilibrio 
a la fuerza no-eléctrica causante de la polarización. En estas condiciones 


2. 


2.13. 


es el estudiado anteriormente, de una fuente 
cargada con una resistencia R (figura 2.34). 


13. 
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aparecen diferencias de potencial (fem) entre puntos distintos del medio 
de la pila. Esta diferencia de potencial es una característica del sistema. 


Si se permite refluir a las cargas acumuladas en los extremos por un 
circuito externo, se establece una corriente. La diferencia de potencial 
entre los puntos del medio es ahora menor que antes, pues el campo 
eléctrico debe ser menor, ya que la fuerza no-eléctrica (que es siempre 
la misma) debe mantener ahora en equilibro a la fuerza del campo más 
la fuerza de rozamiento (resistencia interna). Esta resistencia es otra 
característica del sistema. 


La potencia entregada por las fuerzas no eléctricas se reparte en la po- 
tencia entregada al exterior, y en potencia entregada al mismo medio 
de la pila por causa del rozamiento (resistencia interna). Esto último es 
inevitable: por ello el rendimiento de una pila es siempre menor a 1, pero 
tiende a 1 a medida que la corriente que circula tiende a 0. Para una dada 
pila, la potencia transferida a la carga es m'axima cuando la resistencia 
exterior es igual a la resistencia interna. 


La cantidad total de carga entregada por una pila es otra característica 
de la misma, y como es proporcional a la energía total entregada, esta 
última también es una característica. 


Teoría de circuitos 


Nos toca ahora analizar con cierto detalle el capítulo de teoría de circuitos, 
que es la herramienta fundamental en electricidad aplicada. 


Una combinación de pilas y resistencias co- 
nectadas de tal manera que por ellas fluya una 
corriente constituye un circuito eléctrico de 
corriente continua. El circuito más elemental 


El elemento más básico de un circuito será la 
asociacion de una pila y una resistencia (fi- 


conectar una pila significa indefectiblemente 


gura 2.44). No hay que olvidarse nunca que F T 


agregar una resistencia; de ahora en adelante 
convenimos en que la resistencia R incluye la Figura 2.44 Cable con pila y resistencia. 
resistencia interna de la pila. 
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Cuando conectamos varios de esos elementos entre sí, en forma más o menos 
complicada (figura 2.45), obtenemos lo que se llama una red; cada asociacion 
de una resistencia con una fem se llama rama de la red; los puntos a los que 
concurren varias ramas se llaman nodos; y si de esa red se contempla un circuito 
cerrado, como por ejemplo el ABCDA, se lo llama malla. 


B 


Figura 2.45 Circuito eléctrico, con varios nodos, mallas y ramas. 


Los datos de un circuito dado son todas las resistencias y todas las fem, o sea, 
todos los elementos que están en las ramas. Las incógnitas son las corrientes en 
cada rama, y la diferencia de potencial entre dos nodos cualesquiera. Resolver 
un circuito significa, dadas las resistencias y las fem, calcular las corrientes 
en cada una de las ramas, y la diferencia de potencial entre cualquiera de los 
nodos existentes. Para eso hay una serie de algoritmos matematicos. 


El mæ elemental es el provisto por las llamadas leyes de Kirchhoff. Ante 
todo, tenemos que convenir sentidos sobre cada una de las ramas, puesto que las 
incógnitas que intervienen son cantidades algebraicas que pueden ser positivas 
o negativas. El resultado no puede depender del sentido elegido para cada una 
de las ramas. Este es otro ejemplo de lo que se llama covariancia de las leyes 
de la física: el resultado final de la descripción matemática de un proceso físico 
no puede depender de las convenciones que introdujimos para la descripcion. 


Si habiéndole asignado a una rama un cierto sentido, de las ecuaciones ob- 
tenemos que la corriente es positiva, el sentido elegido arbitrariamente coincide 
con el sentido de circulación de la corriente; si, en cambio, el resultado es nega- 
tivo, quiere decir que la corriente circula en sentido opuesto. Lo importante es 
tener siempre presente que el hecho de que la corriente fluye en un sentido o en 
el otro no tiene nada que ver con el sentido arbitrario elegido en la descripción. 
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Si tenemos un nodo al cual concurren varias ramas (figura 2.46), a cada una 
de las cuales le hemos asignado arbitrariamente un sentido en la red, podemos 
aplicar el teorema de conservacion de la carga (ecuacion 2.6) a una superficie 
cerrada © que envuelva al nodo en cuestión. 


Figura 2.46 Detalle de un nodo en un circuito con flechas indicando el sentido adoptado para las ramas 
conectadas, que entran y salen de la superficie cerrada >. 


El flujo del vector j a través de ella es nulo porque en ese nodo no se crean ni 
se destruyen cargas. Como esa integral tiene contribuciones no nulas solamente 
en los puntos atravesados por los conductores, la integral sería la suma de los 
flujos de corriente en los conductores 1, 2, ..., 5, o sea, de las correspondientes 
corrientes. Como siempre consideramos la normal a la superficie hacia afuera, 
la contribución del conductor 2 habría que contarla como negativa, etc., 


di ds =n b+ -Il -—I5=0 
y 


Esto de ninguna manera quiere decir que el flujo debido al conductor 2 sea 
negativo realmente, es decir, que la corriente por ese conductor se dirija hacia 
el nodo. Esto lo dirá recién el resultado del cálculo: valores que salen positivos 
indican que el sentido asignado es el sentido real de la corriente en esa rama. 
Valores negativos indican sentido contrario al supuesto inicialmente. 


En general, para cada nodo tendremos 
Y T=0 (2.46) 
k 


Esta es la primera ecuaci“on de Kirchhoff. Hay una por cada nodo. Los signos 
con que entran las Jẹ estarán fijados por los sentidos (arbitrarios) asignados a 
cada rama (positivo si ese sentido está dirigido hacia el nodo). 
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Contemplemos ahora una malla cualquiera como la ABCDEA que se observa 
en la figura 2.47. 


sentido asignado 


a una rama 


-sentido asignado 
a la malla 


Figura 2.47 Circuito pentagonal con pilas, resistencias, y corrientes en malla y ramas. 


Una vez elegido un sentido de circulaci“on (arbitrario) de la malla, podremos 
aplicar la expresion integral 


B C D E A 
E-dt=0= | E- f E-de+ f Ede | Edta f E. del 
malla A B C D E 


Las integrales, cambiadas de signo, son las diferencias de potencial entre los 
nodos correspondientes (relación (1.35)), que en forma genérica para una rama 
cualquiera entre nodos P y Q podemos escribir como (relación (2.36)) 


Q 
Avra =- f E.dl=E-IR 
P 


O sea, arribamos a la expresión 


Yf = y Ik Rk (2.47) 
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Esta es la segunda ecuacion de Kirchhoff. Es fundamental recordar que 
en esta relacion las fem Ek entran como positivas, si producen un aumento 
de potencial en el sentido de recorrido de la malla, y las corrientes entran 
como positivas si el sentido asignado a la rama correspondiente coimcide con 
el sentido de circulación de la malla. Por ejemplo, en la figura 2.47, tendremos 


HE1 — E2 — E3 + E4 + Es = +h Ri — RR + IR + IR -— i Rs 


Nuevamente: los signos con que entran Ek e Ik estían determinados por la 
regla precedente; los signos reales de esas cantidades estar“an determinados 
por los valores con que salen una vez resueltas las ecuaciones pertinentes. En 
resumen, la receta general es: (1) Asígnese un sentido (arbitrario) a cada rama. 
En la relacion (2.46) se toman positivas las corrientes que convergen a un 
nodo. (2) Elegidas las mallas, asígnese un sentido de recorrido a cada una, 
por ejemplo, el de las agujas del reloj. (3) En la ecuacion (2.47) se toman las 
fem Ex como positivas, si producen un aumento de potencial en el sentido de 
recorrido de la malla. (4) Las I entran como positivas, si el sentido de la 
rama correspondiente coincide con el sentido de recorrido de la malla. (5) Una 
vez resueltas las ecuaciones, valores positivos de las Ik indican que los sentidos 
asignados originalmente fueron (por casualidad) los correctos; valores negativos 
indican lo contrario. 

Es facil convencerse de que el resultado final sera independiente de los 
sentidos convenidos para ramas y mallas. Con las leyes de Kirchhoff es posible en 
principio resolver cualquier circuito, pues siempre habrá un número suficiente de 
ecuaciones lineales en las incógnitas /y de cada rama como para determinarlas. 
Mæ específicamente, dado un circuito con N nodos y A ramas entre ellos, en 
cada una de las cuales estían dadas las resistencias Rx y las fem Ek, habría A 
incógnitas, las intensidades J% en cada rama. El número total de ecuaciones de 
Kirchhoff es N + M, una por cada nodo (2.46) y una por cada malla (2.47). Se 
puede demostrar por consideraciones “topol “ogicas” que ese número es mayor 
que el de ramas, o sea, el sistema en efecto está sobredeterminado. Por ejemplo, 
en un circuito con dos nodos y tres ramas (como en la figura 2.49 de la página 
183), podemos identificar tres mallas (la 1, la 2 y el circuito exterior) de las 
cuales sólo dos son independientes. En general, geométricamente se puede ver 
que se cumple la relacion M = A — N + 1. El número de ecuaciones lineales 
independientes a resolver, igual al número de ramas y las inc“ognitas Ik es, 
entonces: número de ecuaciones = A= M +N -1. 

Como primer ejemplo volvamos a lo que en la p“agina 166 hemos llamado 
“la pila de concentraci“on m's importante del mundo”: la membrana excitable 
de una neurona. El circuito equivalente se muestra en la figura 2.48. 
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Se trata de una sola 
malla con dos ramas, cada 
una de las cuales represen- 
ta el mecanismo de difu- 
sión de iones de potasio y 
de sodio, respectivamente. 
Las fem son causadas por 
las respectivas diferencias I 
de concentracion, que pa- 
ra iones de potasio en el 
protoplasma es unas 35 
veces la del medio exte- V=0 
rior; en cambio la concen- B y 
traci“on de sodio en el ex- Na 
terior es unas 10 veces la exterior membrana 
del protoplasma. Si consi- Figura 2.48 Circuito equivalente de la membrana excitable de una neu- 
deramos cada tipo de ion des Las £ son fem del tipo pila de concentración, de ¡ones 

e potasio y sodio, respectivamente. 

por separado, la membra- 
na actuaría como una pila cuyo potencial de equilibrio (o sea, fem) etía dado 
por la ecuacion (2.35), en la que las razones de los cocientes de concentracion 
son 35 y 10, respectivamente. N'otese que el resultado es independiente de 
otras propiedades de la membrana; para una temperatura de 300 K vale €. = 
—90 mV con respecto al exterior para los iones de potasio y Exa = + 60mV 
para sodio. Las resistencias internas rę y Ty, son inversamente proporcionales 
a las respectivas permeabilidades de la membrana. Recorriendo el circuito en 
sentido antihorario, tendremos (relacion (2.47)) 


Irk + Irna = Ex + Ena (2.48) 


| I 
' I 
' e i 
I I 


0 8 
na I 
l 
i 


interior 


El potencial intracelular V, o potencial de reposo, o sea, la diferencia de potencial 
entre el interior de la neurona (punto A) y el exterior (punto B) «r'a 
Ex + Ena 
Vr; = Irk = Ek = LOA — Er (2.49) 


Tk TN 


a 


Llamando P = ręk/rna = 0,11 (el cociente de las resistencias, o inversa del 
; z i 12 
cociente de las concentraciones relativas), obtenemos finalmente 


P 
V, = Ena Ex ~ —75mV 
1+P 


12 Teniendo en cuenta que el espesor de la membrana es de aproximadamente 10 nm, el 
potencial de reposo representa un campo eléctrico promedio dentro de la membrana de hasta 
10 millones V/m -¡no hay que extrañarse de que a veces nos parece que saltan chispas en 
nuestra cabeza! 
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Nótese que este circuito, mediado por la estructura molecular de la membra- 
na neuronal, y modelado en la figura 2.48 representa un sistema de “pilas” en 
equilibrio dinámico (I = const. 4 0). Para mantenerlo en funcionamiento hace 
falta restituir el potasio que escapa del protoplasma y evacuar los iones sodio 
que entran. El proceso fisiol “ogico correspondiente se denomina la bomba de 
sodio-potasio; cuesta energía y es parte del metabolismo de la neurona (¡el cere- 
bro es el órgano que más energía consume por unidad de masa -constantemente 
hay que “recargar las pilas” neuronales!-). Mientras que P permanece constan- 
te, el potencial de reposo es constante, pero si en un lugar determinado de la 
membrana las permeabilidades r cambian subrepticiamente (como pasa cuando 
una neurona recibe una señal en su sinapsis con otra), el potencial local AV, 
puede cambiar sustancialmente (por ejemplo, aumentar varias decenas de mV). 
En el contexto fisiológico de las neuronas ese es el origen fisico-quimico de los 
impulsos neuronales que codifican y propagan la informaci“on que procesa el 
sistema nervioso. 


2.14. Líneas de transmisión 


Después de la breve incursión en el territorio de la neurobiología al final de 
la seccion precedente, volvamos a la física pura y consideremos un caso típico 
de transmision de energía eléctrica de una fuente a una resistencia R. 


Figura 2.49 Esquema de un circuito de transmision de energía eléctrica de una fuente a una resistencia. 


El circuito de la figura 2.49 consiste en una fuente (caracterizada por una fem 
E y una resistencia interna r), una carga (en este caso una resistencia R) y 
una línea de transmision (que consiste en dos cables). Estos cables poseen 
resistencias Ri R3 y Ra Ra en todo su largo. Además el aislamiento entre ellos 
no es del 100%: entre ambos cables habr“a en general una resistencia finita 
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simbolizada con Rs. Por ejemplo, en una línea de alta tensión (que es una línea 
de transmisi“on), tenemos la resistencia de los propios cables, y en cada poste 
habría una cierta conexi“on de gran resistencia (pero en todo caso finita) entre 
los cables. Si queremos saber las corrientes que pasan por la fuente (If), por el 
shunt Rs (Is), y por la carga (lc), necesitamos tres ecuaciones (que buscamos 
en las Leyes de Kirchhoff). 

Asignemos sentidos arbitrarios a las ramas (como en la figura 2.49), y 
apliquemos la relacion (2.46) en los nodos. Bastaría hacerlo en uno solo (por 
ejemplo el A), puesto que para el nodo B obtenemos la misma ecuación, 


Is -I,—I.=0 


Por ahora tenemos una sola relacion entre las inc“ognitas. Necesitamos dos 
ecuaciones m'as, o sea, debemos elegir dos mallas para resolver el problema. 
La eleccion es arbitraria: tanto puede ser la malla grande (todo el circuito, 
excluido el shunt), como cualquiera de las mallas 1 y 2 (es conveniente resolver 
el problema de distintas maneras para comprobar que efectivamente el resultado 
es independiente de la elección arbitraria de sentidos y mallas). Elijamos como 
caso concreto las dos mallas 1 y 2 (figura 2.49). 

Veamos qué sucede con la malla 1. Asignamos un sentido de recorrido a la 
malla y observamos que las corrientes son todas positivas, pues los sentidos de 
las ramas coinciden con el sentido de la malla, 


Ipr + I¿R1 + IsRs + I¿R2 = E 
€ es positivo, pues produce un aumento de potencial en el sentido en que 
recorremos la malla. En la malla 2 tendremos 
LoR3 + lR + IeR4-— Is Rs =0 
Estas tres ecuaciones, ordenadas quedan 
Iş—Is— l= 0 
(r + Ri + R)I + RsIs = E 
Rsls + (R + Rs + Rale =0 


Las soluciones pueden obtenerse a partir de la regla de Cramer. Por ejemplo 
para la primer variable If es 


0 -1 -1 


€ ses 0 
0- A RARA 
I= 
i ] 3j -1 
r+R,+R, R, 0 


0 AR RRR 
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Los valores de las corrientes resultan entonces 


Des E(R a Ra + Rs) (2.50) 
E(R+ R3 + Ra) 
I; = 2.51 
i (251) 
ERs 


donde A es el determinante 


A = Rs(R+ Rs + R4) + (r + Ri + R2)(R + R3 + R4 + Rs) 


Observemos una primera cosa muy importante: Rı, R2 y R3, R4 aparecen 
siempre sumadas en estos resultados. 


G 


Figura 2.50 Esquema de un circuito de transmisión. 


Podemos entonces esquematizar un circuito de transmision en la forma de la 
figura 2.50, donde 


Ra = Ri + Ra 


R = R3+ R4 


Dicho circuito es equivalente al anterior. Los bornes C, B y D se hallan a 
un mismo potencial. Para facilitar el esquema de circuitos muy complicados es 
conveniente elegir un potencial de referencia arbitraria llamado tierra o masa, 
al cual asignamos un valor 0. Esto se representa como en la figura 2.51. 
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l i 

I 
i I 
i i 
l i 
l i 
i I 
i I 
l i 
: carga - 

I 
i i 
l 1 
l i 
i l 
i i 
l i 
l i 
i I 


e e e e 


Figura 2.51 Circuito con potencial de referencia: tierra. 


La tierra simplemente representa al conductor que une los bornes que están al 
potencial convenido como cero. 


En muchos problemas de transmisión se requiere que la corriente que pasa 
por la carga sea lo mas grande posible. Para ver cómo se logra esto, escribamos 
la ecuacion que nos da el valor de Ze, 


T= ER; 
"  Ri(R+RB)+(r+Ra)(R+RB+Rs) 


En esta expresión, la línea de transmisión está representada por Ra, RB y Rs. 
Ra y Ra son inevitables: dependen de la longitud, calidad y seccion de los 
cables y se pueden considerar como dos factores constantes. De esta manera, 
Ie es funcion de Rs, dependiendo de ella en la forma 


2 ERE 
o Cı Rs + C2 


La función es máxima para Rs = 00 (resistencia Rs infinita significa cables 
totalmente aislados entre sí). O sea, cuanto mayor sea Rs, mayor será Je. Cuanto 
peor sea la aislaci“on (menor Rs), menor sería la corriente disponible. Si en la 
ecuacion (2.52) hacemos tender Rs a infinito, y despreciando frente a Rs los 
términos que se le suman, queda 


(2.53) 


(C1, C2 constantes) 


C 


E 
max Ra Rg+r+ Ra 


TR, > 00) = 1. 


Cuando llueve sobre una línea de alta tensi“on, por ejemplo, el agua que 
cubre a los aisladores aumenta la conductividad entre los cables disminuyendo 
entonces Rs, y en consecuencia, Je. La única forma de disminuir Ra y Rg al 
maximo es utilizar el mejor conductor a disposicion (cobre), darle la mayor 
sección posible y emplear el recorrido mæ corto entre la fuente y la carga. 
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2.15. Circuito equivalente: Teorema de Thévenin 


Para resolver circuitos más compli- 

cados, las ecuaciones de Kirchhoff no 
son prácticas. Antes de dar el método 
general para la resoluci“on de un cir- 
cuito enmarañado (figura 2.52) forma- 
do por asociaciones complicadas de 
fuerzas electromotrices y resistencias, 
introduciremos la noci“on de circuito 
equivalente. Considerando dos nodos 
cualesquiera A y B de un circuito, de- 
mostraremos que estos nodos se com- 
portan como los bornes de una fuente, Figura 2.52 Ejemplo de circuito complicado. 
de una dada fem y resistencia interna. 
El valor particular de esas fem y resistencia interna por supuesto dependen 
del par de nodos elegidos. Esto quiere decir que si tenemos un circuito que no 
conocemos encerrado dentro de una caja, de la cual salen dos bornes conecta- 
dos a dos nodos cualesquiera del circuito, todo sucede como si en la caja s'olo 
hubiera una pila de una dada fem con una resistencia interna de un dado valor. 
Sería imposible averiguar desde afuera, sin mirar adentro, lo que en verdad hay 
dentro de la caja. Esa fuerza electromotriz €eq se llama fuerza electromotriz 
equivalente del circuito entre los nodos A y B, y Reg es la resistencia equivalente 
que presenta el circuito entre A y B. El sistema elemental Eeq, Reg es lo que 
llamaremos sistema o circuito equivalente. Una vez más, es importante recordar 
que para cada par de nodos de un circuito complejo habría un circuito equiva- 
lente diferente. En general, si acoplamos dos circuitos complicados entre sí, el 
sistema se comportaría como el acoplamiento de los dos circuitos elementales 
equivalentes que les correspondan (figura 2.53). 


Figura 2.53 Circuitos equivalentes acoplados. 


188 CAPÍTULO 2 


Para demostrar todo esto, veamos primero qué quiere decir que el circuito 
entre A y B se comporta como una resistencia Reg y una fem €eq. 


Figura 2.54 Medicion de la corriente que circula por la resistencia R. 


Querrá decir que si conectamos una carga (una resistencia R en este caso) entre 
A y B, y medimos la corriente / que pasa por la carga en función de R (figura 
2.54), se deberá cumplir, de acuerdo a la ecuación (2.37), 


Ci 
Ta 2.54 
Reg + R ( ) 
Esta relacion es de la forma 
C 
I= a7 (C1, Ca ctes.) (2.55) 
Experimentalmente es mæ útil considerar la relacion lineal 
ER 
IQ” 
que es de la forma 
1 


En consecuencia, bastará entonces verificar experimentalmente que si conecta- 
mos una carga R entre dos bornes cualesquiera de un circuito, la corriente que 
la atraviesa está ligada con la misma en una forma del tipo (2.55) o (2.56), es 
decir, obedece una relación funcional indicada en la figura 2.55. 
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pi 


Reg - arctal | Al 
€, 0 E eq, 


+ - 
R 


Figura 2.55 Relacion funcional esperada entre 171 y la resistencia R. 


Si ello se cumple, los valores de los par“ametros C1 y C2 representarían la fem 
equivalente €eq y la resistencia equivalente Req, respectivamente. Esto no es 
de ninguna manera trivial a priori, pues, por ejemplo, podemos ver que en 
la formula (2.50) de Jy del ejemplo de la línea de transmisi“on, esta depende 
de una resistencia como la Y en la forma funcional ms complicada del tipo 
(Ci + Y) /(CoY + C3). 

Demostraremos ahora que efectivamente se cumple una relacion del tipo 
(2.55). Utilizaremos las ecuaciones de Kirchhoff, aplicadas al circuito original 
en el cual ahora hay una resistencia de carga Ro entre los bornes dados A y 
B. Como se discutió en la página 181, siempre se podrá establecer un número 
de ecuaciones igual al número de incognitas fx, entre las que ahora figura la 
corriente Jo que fluye entre los bornes a través de la resistencia Ro. Para las 
mallas independientes las ecuaciones son del tipo lineal (2.47): X, IkRk = 
Xk Ek = E cada subíndice k corresponde a una rama componente de esa 
malla. Para los nodos las ecuaciones son del tipo(2.46): X`, Is = 0; cada s 
corresponde a una rama conectada a ese nodo. Ordenando todo prolijamente 
en un sistema lineal, en el que las líneas son las ecuaciones (para mallas y 
nodos) y las columnas corresponden a las ramas (incluso la que contiene Ro y 
Lo), la solución para To será del tipo 


es 
no  g' no 
hay : hay 
R, W R, 
0 
y no sí no 
hay hay hay 
Ro WIN R, 


En el determinante del numerador, la única que contiene a Ro es reemplazada 
, . . . 7 
por la columna de los términos independientes. Las £ son las sumas de las fem 


190 CAPÍTULO 2 


en las distintas mallas. En el determinante del denominador, Ro s'do aparece 
en la columna correspondiente a lo. Por lo tanto será 


No hay Ro 


Lo = OS 
función lineal de Ro 


(2.57) 


Esto siempre se puede llevar a la forma: lo = C1/(Ro + C2). Con esto queda 
demostrado que todo circuito, por complicado que sea, se comporta entre dos 
nodos cualesquiera como un circuito equivalente simple, de una única fem y 
una única resistencia. 

Falta ahora determinar efectivamente los valores equivalentes € y Reg. 
Considerando el circuito equivalente, la diferencia de potencial entre A y B 
será, según la (2.39), 


Es Ee 
q Ro q 


A? ER 


donde podemos observar que para Ro —> oo, o sea, para el circuito original 
(nodos sin carga, es decir, desconectados entre sí) es 


Vag (Ro > œ) = € 


O sea, la fuerza electromotriz equivalente entre dos nodos de un circuito es 
simplemente la diferencia de potencial que existe entre los dos nodos A y B en 
el circuito original. Esta es la primera parte del teorema de Thévenin. 


Nos falta considerar la resistencia equivalente Req. ¿Qué quiere decir físi- 
camente que el circuito se nos presenta con una resistencia equivalente Req 
entre los nodos A y B? Eliminemos del circuito todas las fem (pero dejando 
s'do sus resistencias internas). Nos quedaría un circuito pasivo. Si aplicamos 
una fem externa € de resistencia interna r, entre los bornes A y B, circular'a 
una corriente / por esa fuente. Si el circuito realmente se comporta entre esos 
bornes como una única resistencia Req, esa corriente deberá estar ligada con € 
y r por la (2.36) 

E 


y Reg +r 


En otras palabras, debe haber una relación entre I, € y r de la forma algebraica 


e E 
—Ci+r 


(2.58) 


Si ello se cumple, la constante C1 será la resistencia equivalente Req. 
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Para calcular la corriente J, apliquemos las ecuaciones de Kirchhoff al cir- 
cuito original, pasivo (sin las pilas), con una única fem externa conectada entre 
A y B. Los determinantes en la relación (2.57) tendrán la siguiente estructura: 


~- 
y 


La columna correspondiente a lo &t'a reemplazada por los términos inde- 
pendientes. Pero estos son todos ceros, salvo la fem € que aparece en el mismo 
lugar en que figura r en el determinante del denominador. r solo estía en el 
elemento diagonal que corresponde a la incógnita J. Por lo tanto, desarrollando 
ambos determinantes según la columna correspondiente a J, 


€ x adjunto (2.59) 


Tm ER adjunto + cte 


Como € aparece en el determinante del numerador en la misma posicion 
en que aparece r en el denominador, los adjuntos correspondientes a € y ar 
son idénticos. Por lo tanto, dividiendo numerador y denominador de la (2.59) 
por ese adjunto, llegamos a una relación del tipo (2.58) 


E 


has 
Ci+r 


Con esto queda verificado que el circuito pasivo se comporta entre dos nodos 
cualesquiera como una única resistencia, dada por el valor de la constante C1. 
Es cuestion del c“alculo algebraico demostrar que la constante C1 que aparece 
aquí coincide con la constante C2 de la ecuación (2.55), obtenida en el caso del 
circuito activo. Pero esto significa que la resistencia equivalente entre dos nodos 
de un circuito activo es igual a la resistencia que presenta entre esos nodos 
el circuito pasivo que se obtiene quitando todas las fem del circuito original 
(cuidando de dejar sus resistencias internas). Estas es la segunda parte del 
teorema de Thévenin. 
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El hecho de que Reg es la resistencia que ve una fem conectada entre los 
bornes AB del circuito pasivo justifica el nombre de resistencia de entrada con 
el que se denomina frecuentemente a la resistencia equivalente. Por razones 
an “alogas, la resistencia equivalente de un circuito activo, o de una fuente en 
general, se denomina resistencia de salida. 

Hay, por último, una relación útil que permite expresar el valor de la resis- 
tencia equivalente de un circuito activo. Para ello consideremos los dos nodos 
en cuestión y, cortocircuitándolos con un conductor de resistencia nula, según 
la (2.54) circulará por ese conductor una corriente Io = €eq/ Reg, es decir, 


Reg = €cq / Lo (2.60) 


La resistencia equivalente entre dos nodos de un circuito activo está dada por 
el cociente entre la fem equivalente (la diferencia de potencial entre los dos 
nodos en el circuito original) y la corriente que circularía entre los nodos si 
estuvieran cortocircuitados. 


El hecho de que se pueda reemplazar un circuito complicado por uno que 
contiene una sola fem y una sola resistencia facilita enormemente el tratamiento 
matemático de la resoluci“on de circuitos. 

Otra herramienta útil para la resolucion de circuitos complicados que con- 
tienen muchas fem es el teorema de superposicion. Para ello, observemos las 
ecuaciones de Kirchhoff (2.47) para cada malla, 


NO Er = ` IkRk 
k k 
Estas ecuaciones, junto con las del tipo (2.46) para los nodos, 


S heù 
k 


son ecuaciones lineales. Las soluciones Ik, que representan las corrientes en 
cada rama, serían una combinaci'on lineal de todas las fem Es, como es f'acil 
verificar por determinantes 
Ik = ] AksÉs 
Ss 


Esto se interpreta físicamente diciendo que cada fem del circuito envía su 
contribución (AxsEx) a la corriente de una rama dada, en forma independiente 
de todas las dem'as fem. Los coeficientes Aks se denominan coeficientes de 
transferencia (de la fem s a la rama k). 
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2.16. Ejemplo: el divisor de tensión 


Veamos una primera aplicación sencilla del teorema de Thévenin. Conside- 
remos el circuito de la figura 2.56, denominado divisor de tensión. 


Figura 2.56 Circuito divisor de tensi'on. 


Apliquemos el teorema de Thévenin al sistema fuente + divisor, y busquemos 
la fem y la resistencia equivalente (o resistencia de salida) entre los bornes A y 
B. La fem equivalente Eeq sería la diferencia de potencial que hay entre A y B 
en el circuito fuente+divisor (sin carga entre AB). Por tratarse de un circuito 
de una sola malla, esa diferencia de potencial estaría dada evidentemente por 


ERY E Ry 
r+R TrERx+RY 
La resistencia equivalente Reg entre A y B es la que se ve (figura 2.57) entre 


esos bornes para el circuito pasivo que aparece eliminando € (¡pero dejando la 
resistencia interna r!) 


Van = Eeg = [Ry (2.61) 


Figura 2.57 Divisor de tensión dibujado de dos formas distintas. 


O sea, de acuerdo a la (2.22), 
O D 
Re Ry Rx+r 


a Ry (Rx +r) a Ry 
a ( i 5) (2.62) 


da 
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Este mismo resultado se hubiera podido obtener aún mæ r'apidamente 
usando la ecuaci“on (2.60). Cortocircuitando A con B nos queda el circuito de 
la figura 2.58. 


Figura 2.58 Circuito divisor de tensi“on cortocircuitado entre A y B. 


Ello equivale a hacer Ry = 0 en el circuito original. Por lo tanto, la corriente 
To entre A y B (y que circula por toda la malla) es directamente 


ba E 
"— (r+ Rx) 
Entonces, aplicando la (2.60) y usando el resultado (2.61), 


Eq  Ry(Rx+r) 
Io r+Rx+ Ry 


Req = 


El nombre divisor de tensión está justificado por la (2.61), por cuanto si A 
representa un cursor variable, dando así una Ry variable entre 0 y R, obtenemos 
una fuente de fem variable. Representando gr “aficamente la (2.61), obtenemos 
la recta de la figura 2.59. 


Eg! Regt 
EE N VERTAA ia A E 

r+R 2 , TR 

TFR 

R R, TER R R, 


2 


Figura 2.59 Tension equivalente vs. Ry. Figura 2.60 Resistencia equivalente vs. Ry. 
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Lamentablemente esa fuente 
variable también tiene una resis- 
tencia (equivalente) variable, lo 
que se ve al representar la (2.62) 
en funcion de Ry. Obsérvese que 
Reg es m'axima para Ry = (R + 
r)/2, valiendo allí precisamente 
(R+r)/2. En general, en la prácti- 
ca R >> r, o sea Rey m'aximo es 
~ R/2 (figura 2.60). En muchos 
casos; nO SG puede VANAL Ry E Figura 2.61 Circuito donde la resistencia fue dividida 
forma continua, sino que se dispo- en n partes iguales. 
ne de varias salidas, dividiendo a 
la resistencia R en n partes iguales como se muestra en la figura 2.61. 


Si R >> r, la fem y la resistencia equivalentes entre el k-ésimo borne y 


tierra serían 
k k k 
Ek = =€ R=RE (1-4) 


n n n 


Sea ahora un divisor de tensión con una resistencia Re como el de la figura 
2.62, y su equivalente de Thévenin (figura 2.63). 


Figura 2.62 Divisor de tensión con una Figura 2.63 Equivalente de Thévenin del divisor 
resistencia R,- de tension de la figura 2.62. 


La corriente que circularía por la carga se calcula directamente a partir de la 
ecuación (2.36), usando los valores de Eeq y Req, (2.61) y (2.62) respectivamente, 


n Eeq e E Ry 
—Req+Re Ry(Rx+r)+Re(Rx +Ry+r) 
E 
(R=-Ry+r)+Re(R+r)/Ry 


C 
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Obsérvese que el factor Ry que divide es el coeficiente de transferencia de la 
pila a la carga. Este resultado también se hubiera podido obtener resolviendo el 
circuito correspondiente de dos mallas, planteando las ecuaciones de Kirchhoff. 

La maxima potencia que se puede extraer de un divisor de tension estaría 
dada por la condición de que la resistencia de carga Re sea igual a la resistencia 
equivalente Reg con que se presenta la fuente y el divisor entre A y B, y se 
calcula usando la ecuacion (2.45), en la que habría que reemplazar € y r por 
los valores equivalentes correspondientes, 


E2 2 2 
Puax => da = a T = 2 A (2.63) 
4Req 4(Rx+r)(Rx + Ry +r) 4(R+r)(R-— Ry +r) 


Por último, un divisor de tensión se puede calcular de manera tal de asegurar 
que una carga dada Re reciba una potencia dada P de una fuente dada (€, r), 
perdiendo un mínimo por el camino. Para ello se deberán cumplir las siguientes 
dos condiciones: 


a. Condicion de m'axima potencia transferida Rey = Re. O sea, según la 
ecuación (2.62), 


_ Ry(Rx+r) 
Rx+ Ry +r 


(2.64) 


b. Condición de que la potencia entregada en estas condiciones (2.63) valga 


TRA Ry 


A (Rx+r)(Rx+Ry+r) 059) 


Las ecuaciones (2.64) y (2.65) se pueden resolver según las inc “ognitas Rx 
y Ry, obteniendo 


Efe, E 
2 P 


Para ello es necesario que se cumpla la relaci“on 


| Re 
HEEE gp < E 
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Una variante de un divisor de tensión es el sistema de la figura 2.64 (llamado 
“potenci“ometro”), en el cual hay una resistencia de precision con dos cursores 
A y B, cuya posicion puede determinarse con exactitud. 

b] 


3 


= 
o.t 


Figura 2.64 Circuito para comparar potenciales (potenci ometro). 


La tension entre OA y OB está dada por 
Va = IRA Vg = IRB 


O sea, mientras que / sea siempre la misma se cumple que 


Va RA 


Ve RB 


Esto es muy útil para medir fuerzas electromotrices con mucha precisión. Efec- 
tivamente, si entre A y 0 colocamos una fem conocida £o (por ejemplo un 
elemento patron) en oposicion a la corriente I, y corremos el cursor hasta 
lograr que no pase corriente alguna por el elemento (figura 2.65), cosa que po- 
demos verificar intercalando un amperímetro, entonces Va = Eo por la (2.36). 


Figura 2.65 Circuito útil para medir fuerzas electromotrices. 
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Haciendo lo mismo con la fem desconocida, entre 0 y B, tendremos Vg = Ex. 
Obsérvese que en esas condiciones, la corriente / que pasa por el € es siempre 
la misma. Entonces, 


donde debemos notar que s'do aparece el cociente Re/Ra. No hace falta en- 
tonces conocer ningún valor absoluto, ni de resistencia, ni de corriente (salvo 
el de la fem patrón que es siempre el mismo). Este método de medición de fem 
es particularmente importante, por cuanto permite medir una fem sin extraer 
corriente del elemento. 


2.17. Ejemplo: el atenuador 


Muchas veces molesta en la príactica el hecho de que un divisor de tensión 
presente una resistencia equivalente variable, según la fem que se extraiga. Por 
otra parte, molesta a menudo el hecho de que al intercalar un divisor de tensión 
entre una fuente y una carga, la resistencia equivalente que ve la fuente o la 
carga sea modificada por el solo hecho de intercalar ese elemento. Sean por 
ejemplo una fuente y una carga (figura 2.66), ajustadas de modo de asignar una 
máxima transferencia de potencia (mínima pérdida por el camino): Re = r. 


Figura 2.66 Fuente con carga ajustada para que haya máxima transferencia de potencia. 


Deseamos encontrar un circuito tal que, intercalado entre la fuente y la carga, 
no modifique la condición Re = r, o sea, no modifique la resistencia equivalente 
que ve la fuente. Deseamos además que entregue sobre la carga una potencia de 
valor P dada (por supuesto, menor que la potencia entregada cuando la carga 
se conecta directamente a la fuente). Mostraremos que ello se consigue con un 
circuito tipo línea de transmision (seccion 2.14), en el que las resistencias Rx 
y Ry cumplen ciertas condiciones. Este sistema se llama atenuador. 
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Sea el circuito de la figura 2.67. 


Figura 2.67 Circuito atenuador. 


Efectivamente la resistencia equivalente que ve la fuente (resistencia equivalente 
o resistencia de entrada del sistema atenuador + carga) sería, de acuerdo al 
teorema de Thévenin, y considerando las resistencias en serie y en paralelo que 
aparecen entre A y B, 


Rs (Rx + Re) 


EAS o EER. 


La condicion de que el atenuador no modifique la resistencia equivalente es, 
entonces, 


Re (Rx + Ro) 
eq = | = Re 
a ERA IET 
esta relacion se reduce a la ecuacion 
Rx +2Rx Rs = R? (2.66) 


donde debe recordarse además que Re = r. Para cualquier par de valores de Rx 
y Rs que cumplan esta relación queda asegurado el hecho de que, al intercalar 
el atenuador, no cambia la resistencia equivalente presentada a la fuente (y no 
se destruye la condición de máxima transferencia de potencia). De esta manera, 
la potencia que entrega la fuente siempre sería la misma (puesto que la fuente 
siempre verá la misma resistencia de entrada). Según la ecuación (2.66), 


2 2 


Evidentemente, esto sólo puede cumplirse si Rx < Re. 
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Figura 2.68 Carga R, conectada directamente a la fuente. 


Calculemos ahora el factor de atenuación, definido por 


Potencia entregada a la carga cuando se la conecta directamente a la fuente 


Potencia entregada a la carga cuando se interpone el atenuador 


La potencia entregada a la carga, conectada directamente (figura 2.68), es 


P = ¡Ro 
TE E 
ER IR 


Obsérvese que esta es también la potencia que entrega la fuente, aún en el 
caso de tener el atenuador interpuesto (figura 2.69). 


Ry Ry 


Figura 2.69 Circuito con la misma carga de la figura 2.68 pero con el atenuador puesto. 
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La potencia entregada a la carga cuando se interpone el atenuador es 
2 
P. == Le Re 


El valor Je se deduce de la ecuacion (2.53), haciendo allí X4 = Xg = Rx y 
r= R = Re (¡comparar los circuitos! ): 


Rs 


Lo = E 
(Re + Rx) (Re + Rx + 2Rs) 


por lo tanto, reemplazando Rs por su valor (2.67) y operando: 


R et 


O R (R=RO 


Í 


En la técnica se introduce la cantidad: 


a= 10 logiıo( f) 


como el coeficiente de atenuaci ‘on, expresado en dB (decibel). Llamando z = 


Rx / Re queda: 
Q = 20 log10 l =) 
LE 


En esta relación se puede despejar x = Rx/ Re para así obtener el valor Rx que 
se necesita para lograr una atenuación q; dada. El valor de Rs queda entonces 
fijado por la ecuacion (2.67). Obsérvese que f > 00 para Rx —> Re y, por la 
expresión (2.67), Rs —> 0. Téngase bien presente que todo esto se ha deducido 
para una fuente y una carga con sus resistencias ajustadas a un mismo valor. 


Acoplando en serie varios atenuadores de factores f1, f2, ..., etc., obtenemos 
un sistema de factor y coeficiente de atenuación: 


FET 


Q4=01+0Q02+... 


Hay atenuadores de atenuación variable, en los que una llave triple conmu- 
ta convenientemente los valores de las resistencias Rx y Rs, manteniéndolas 
siempre en la relación (2.66) (figura 2.70). 
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Figura 2.70 Circuito atenuador variable que mantiene la relacion (2.66). 


Un ejemplo importante de aplicacion de un atenuador variable aparece 
en el caso en que se quiere medir con un único instrumento, una fuente de 
potencia que tiene un rango de variabilidad muy grande. En ese caso, basta 
interponer el atenuador entre fuente e instrumento, y seleccionar el factor de 
atenuaci“on conveniente. El hecho de que el atenuador siempre presente la 
misma resistencia equivalente en todo el rango de atenuaci“on nos evita tener 
que calibrar el instrumento para cada valor de atenuaci on. 


2.18. El circuito puente 


El último ejemplo de aplicacion, 

y que tiene singular importancia 

en la pr'actica es el del puente de 

Wheatstone. Se trata del circuito de 

la figura 2.71. En la práctica la carga 

R suele ser un instrumento (amper íme- 

€ tro). 

Consideraremos por ahora el cir- 

cuito puente en sí (figura 2.72), 

con los nodos A y B sin carga 

exterior. Hallemos la fem equiva- 

lente entre A y B. Para ello es 

Figura 2.71 El famoso puente de Wheatstone. necesario resolver por Kirchhoff el 
circuito de dos mallas del puente. 
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Figura 2.72 Detalle del puente de Wheatstone. 


Obsérvense atentamente las convenciones elegidas para los sentidos, y los signos 
que aparecen en las ecuaciones: 


Nodo P: Iz-=-la+Ip =0 
Malla 1: JaA(Ri+Ro2)+1pr =+€ 
Malla 2: Ig(R3+Ra) —Ipr =-—€ 


Nos interesa la diferencia de potencial Vag entre los nodos A y B. Esta será, 
evidentemente: 


Vas = IAR2 + IBR3 


Resolviendo las ecuaciones para IA e IB, y reemplazando, obtenemos: 


R2Ra — Rı R3 
VAB = E 2.68 
si (Ri+R2+R3+Ra)r + (Ri + Roa) (R3 + Ra) (oS 


Esta es la fem equivalente con que el puente se presenta a cualquier carga 
aplicada entre A y B. Obsérvese que para: 


RiR3 = R2 R4 (2.69) 


la fem equivalente es cero. En estas condiciones, al conectar una carga entre A 
y B, no flura corriente alguna por la misma. Si la carga es un amperímetro, 
este indicará corriente cero. En estas condiciones el puente está en equilibrio o 
balanceado. 
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Esto sirve muy bien para medir resistencias desconocidas. Efectivamente, 
si Ri es una resistencia desconocida, y si R2, R3 y Ra son resistencias patron, 
una vez obtenido el equilibrio (lo que se puede verificar con mucha precision), 
será: 


Ri = Ri (2.70) 


Por lo menos una de las resistencias patron debe ser variable. Obsérvese que 
en la condici“on de equilibrio (2.69) no aparecen para nada las caracter ísticas 
de la fuente (ni de la carga). 


Como no es f'acil disponer de resistencias patríon que se puedan variar de 
manera continua, y observando que en la (2.70) sólo aparece el cociente Ra/R3 
es posible utilizar un puente como el indicado en la figura 2.73, en el que las 
resistencias R2 y R3 son partes de un conductor largo (alambre de Cu) de 
sección constante, sobre el cual apoya el cursor variable. 


R, R, 


Figura 2.73 Puente de hilo. 


Aunque no se conozcan con suficiente precisión los valores absolutos de R2 
y R3, su cociente queda determinado por el cociente de longitudes x e y que se 
miden con arbitraria precisión: 


x/y = R2/R3 


Este es el puente de hilo. 

Para hallar la corriente que circulara por una carga conectada entre A y 
B (por ejemplo conectando un amper ímetro) es necesario hallar la resistencia 
equivalente o resistencia de salida con que se presenta el puente entre A y B. 
Como el sistema pasivo entre A y B no puede ser resuelto en forma simple con 
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resistencias en paralelo y en serie (a menos que la resistencia interna de la pila 
r sea nula o infinita), haremos uso de la relación (2.60), cortocircuitando A con 
B, y hallando /o (figura 2.74). 


Figura 2.74 Puente de hilo cortocircuitado entre A y B. 


Las ecuaciones que usaremos son las siguientes: 


hR+HR = 0 (Caída de potencial BPA nula) 
RR2+ BRs = 0 (Caída de potencial AQB nula) 
Llo=14 = Is = h-hh (Nodos A y B) 
Ip = h-i (Nodos a) 
Rılh + Rol2+rIş = € (Malla superior) 


Estas ecuaciones son muy fáciles de resolver, su resultado es: 


R2R4 — Rı R3 
Rı Ro(R3 + R4) + RaR4(Ri + Ra) +r(R1ı + Ra) (R2 + Rs) 


Io = E 


Ahora podemos calcular el valor de la resistencia equivalente como el cocien- 
te entre la fem equivalente obtenida en la ecuacion (2.68) y la corriente de 
cortocircuito Jo, que da como resultado: 


Re — RiRa2(R3 + Ra) + R3Ra(Ri+ R2) + r(Rı + R4)(R2 + R3) 
as (Ri + Ro)(R3 + Ra) +r(Rı + R2 + Rs + R4) 


(2.71) 


Obsérvese que si r = 0, (como ocurre en la mayoría de los casos practicos), 
queda la expresión simple: 


= RR  RRa 
T Ri+R R3+Ra 


Req 
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Esto es natural, ya que en ese caso, el circuito se presenta entre A y B como 
suma de los pares de resistencias en paralelo: R1, R2 y R3, Ra (figura 2.75). 


R; Ra 


R, R 


Figura 2.75 Dos pares de resistencias en paralelo acoplados en serie. 


Si en cambio, r => œ, nos queda el límite: 


(Ri + R4) (Ra + Ra) 
Ri + Rə + R3 + Ra 


Req = 


Esto corresponde al caso de las resistencias Ri + R4 y R2 + R3 en paralelo 
(figura 2.76). 


R, R, 


R, R 


Figura 2.76 Dos pares de resistencias en serie acoplados en paralelo. 


La corriente que circulará por un amperímetro de resistencia interna RAmp, 
conectado entre A y B, sería en definitiva: 


TAmp = Esq) (Ramp + Rea) (2.72) 


en la que Esq y Req estían dadas por las ecuaciones (2.68) y (2.71), respectiva- 
mente. Nuevamente, si el puente estía en equilibrio, Amp = 0. 


La relación (2.72) es muy importante cuando se quiere estudiar la sensibili- 
dad del puente como sistema para medir resistencias. Ante todo, para lograr 
una maxima sensibilidad es necesario lograr una maxima transferencia de po- 
tencia del puente al amperímetro. Para ello, el instrumento debería tener una 
resistencia interna RAmp igual o cercana a la resistencia de salida Reg (2.71) 
del puente. En particular, si r = 0, la condición es: 


Ramp = RiR2/ (Rı + R2) + R3 R4/ (R3 + R4) 
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Si el puente estía balanceado, valdría la relacion (2.69) entre las resistencias. 
Entonces podemos reemplazar una de las resistencias, por ejemplo la R2, en 
función de las demas, obteniendo para la condición de máxima sensibilidad: 


Ramp = R3 (Ri + Ra) / (R3 + Ra) (2.73) 


Esta expresion es muy útil para poder adaptar la resistencia interna del 
instrumento a la resistencia de salida del puente. Vale sólo para el caso de que el 
puente sea alimentado con una pila de resistencia interna despreciable frente a 
las resistencias del puente. Por supuesto, en caso de no poder modificarse RAmp 
es posible adaptar las resistencias del puente, para lograr la relación (2.73). Por 
último, la sensibilidad también puede ser aumentada, incrementando la fem € , 
ya que, según las ecuaciones (2.68) y (2.61) amp es proporcional a €. Pero en 
general hay un límite superior para esta fem dado por la corriente (potencia) 
que pueden admitir las resistencias intervinientes. 


2.19. Aspectos generales del acoplamiento de dos circuitos 


Volvamos al teorema de Thévenin y consideremos un par de circuitos cua- 
lesquiera, cada uno con bornes en dos nodos dados, como por ejemplo los 
esbozados en la figura 2.52. Por ese teorema sabemos que, visto desde dos 
nodos, un circuito de corriente continua, por complicado que sea, siempre se 
puede representar como una rama única con una resistencia equivalente y una 
fem equivalente. Acoplemos ahora los dos circuitos conectando sus bornes A 
y B. Obtenemos un circuito equivalente de una malla, mostrado en la figura 
2.77, similar al circuito de la figura 2.48. 


Circuito 1 Circuito 2 


Figura 2.77 Circuito de una malla, equivalente a dos circuitos complicados acoplados. 


Nos interesa relacionar los valores de la corriente / y el potencial AV entre 
los bornes conectados. Para ello usamos la segunda ecuacion de Kirchhoff 
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(2.47), estableciendo previamente los sentidos de recorrido de la malla y de 
cada rama (en sí arbitrarios, ver figura 2.77): 


—E1 + €s =IR1+I1Ra2 
Reagrupando, la diferencia de potencial entre los nodos es, simplemente, 
AV = E + IRı = E2 — I Ro 


La solucion para la corriente es, obviamente, lo = (—E1 + E2)/(Rı + Ra). La 
expresión de / en función del voltaje AV en los bornes de los circuitos acoplados 
se obtiene insertando la expresion de / en la ecuacion precedente, con lo cual 
se arriba a las dos ecuaciones equivalentes 


I= Arei (2.74) 
Rı 

¡a (2.75) 
Ra 


Estas son dos funciones lineales, representadas en la figura 2.78. El punto de 
intersección de los dos gráficos representa su solución J0, AVo, el par de valores 
que satisface el sistema de las dos ecuaciones (2.74) y (2.75). 


li A 
Característica 


Eaa del circuito 1 


Línea de carga 
del circuito 2 


Figura 2.78 Representación de la corriente en función del voltaje entre los bornes de dos circuitos acoplados, 
desde el punto de vista de cada uno de ellos. El punto de intersecci“on da los valores actuales 
de I y AV. 


13¡Es un ejercicio útil ver qué pasa con esos gráficos si se cambian los sentidos de recorrido! 
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Supongamos ahora que el cir- 


cuito 2 es simplemente una pila I} 5 E 
con resistencia interna desprecia- I AV faias 3 
ble. Esto es equivalente a decir Ro yA Y AV 


que el potencial AV “estía bajo 
nuestro control”, o que estamos 
“aplicando un potencial dado” a 
los bornes del circuito 1. En ese 
caso, a la relación correspondiente 
I = (AV) (2.74) se la denomina 
la característica del circuito 1 en- 
tre los bornes en cuestion. En es- z 
ta relacion funcional, AV es aho- AV l 

ra la variable “físicamente” inde- Figura 2.79 Caracter ística de un resistor real, cuya resisten- 
pendiente (controlable de afuera). r AA la 
El circuito original puede consis- 

tir de un solo elemento —por ejemplo, un resistor de resistencia R. En ese caso, 
la característica sería la funcion lineal / = AV/R, y su g'afico una recta que 
pasa por el origen, cuya tangente es 1/R. 

Como veremos en el último capítulo, hay elementos cuya caracter ística 
no es lineal. Como ejemplo, s'odo mencionaremos el caso de un resistor “real”, 
cuya resistencia aumenta con la temperatura, y dejaremos otros casos impor- 
tantes para el último capítulo. Como el aumento de temperatura es aproxi- 
madamente proporcional a la potencia disipada P = (AV)?/Ro, tendremos 
R = Ro[1 + y(AVy, donde y << 1 es una constante del material. Aproxi- 
mando y despejando I, obtenemos para la característica no lineal (ver figura 
2.79): 


Fi 


Característica 
no lineal 


> 


1(av) = F E- 1(8V)] 


Cuando la característica de un elemento no es lineal, no tiene mucho sentido 
definir la resistencia como R = AV/I, pues ese cociente depende de AV (o 
de 1). Sin embargo, para pequeñas variaciones (AV) y ôI de las variables, se 
puede definir una resistencia dinámica como 


(AV) _ p 


1 


(2.76) 


O sea, la resistencia din“amica &t'a representada por la tangente a la curva 
característica en cada uno de sus puntos AV, I. Como veremos en el capítulo 5, 
Rain sirve para relacionar corriente y voltaje de pequeñas señales sobreimpuestas 
a una corriente continua en un circuito electr “onico. 
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Veamos el caso en que el elemento no-lineal esttía acoplado a un circuito 
lineal cualquiera, como el equivalente 2 en la figura 2.77. La segunda ecuación 
(2.75) sigue en pie, y la escribimos en términos generales 


-E AV 
R R 


A esta recta (mostrada en la figura 2.78) se la denomina línea de carga del 
circuito conectado al elemento no-lineal. Su interseccion con la curva carac- 
terística del elemento (en un caso no-lineal) nos da gr “aficamente los valores 
actuales de I y AV en el circuito acoplado. El punto de intersecci“on se llama 
punto de trabajo del sistema. Es importante notar que en la representación de 
la línea de carga de un elemento, AV no es una variable controlable en forma 
independiente, sino una variable dependiente determinada por el circuito al 
cual el elemento estía conectado (circuito 2 en el caso de la figura 2.77). Por 
ello, casi trivialmente, los par“ametros que caracterizan a la línea de carga no 
son los del elemento en cuestion, sino los de la carga (circuito 2). 


Magnetismo 


3.1. Interacción entre cargas en movimiento 


Hasta ahora hemos tratado las interacciones entre cargas eléctricas en re- 
poso y hemos visto que las leyes fundamentales que rigen esta interacción son 
similares a las que rigen la interaccion gravitatoria, excepto que las fuerzas 
involucradas pueden ser atractivas y repulsivas. En el Capítulo 2 estudiamos 
corrientes eléctricas estacionarias, es decir, distribuciones de cargas en movi- 
miento independiente del tiempo, sin preocuparnos por las interacciones que 
dicho movimiento causa entre las cargas. En este capítulo nos toca dirigir nues- 
tra atención específicamente a los efectos de tales interacciones. Observaremos 
la aparicion de un nuevo tipo de fuerza de interaccion (un nuevo campo), que 
se suma a la fuerza eléctrica estudiada en el Capítulo 1. Como hemos hecho en 
el caso de cargas puntuales en reposo, formularemos una serie de leyes ideales 
que, aunque difíciles de verificar experimentalmente en forma directa, llevan a 
relaciones que son accesibles a comprobacion en el laboratorio. 


Un problema que enfrentamos de entrada es el hecho de que, por tratar 
con cargas individuales en movimiento, por definicion no tendremos una si- 
tuación estática sino una eminentemente dinámica. Sólo con corrientes eléctri- 
cas, O sea, en el caso de un sinnúmero de cargas puntuales (ver seccion 2.1), 
sera posible lograr una configuracion constante en el tiempo (desde el punto 
de vista macrosc opico). Otro problema a enfrentar es el de las interacciones 
del tipo eléctrico entre las cargas en sí. Estas interacciones interferirían con 
nuestros intentos de determinar efectos debidos exclusivamente a su movimien- 
to, lo cual sería posible s'do con corrientes eléctricamente neutras, en las que 
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Protal = p* + p~ = 0 (osea |p*| = |07|), mientras que la densidad de corriente 
j = pvt +p v 40. Por el momento ignoraremos estas consideraciones y 
formularemos leyes ideales estudiando cargas puntuales individuales en mo- 
vimiento, pero teniendo presente en todo momento que eventualmente habr'a 
que traducir todo lo expresado a casos estacionarios de corrientes eléctricas 
interactuantes. 


Sea una carga de prueba puntual q, pasando en un instante t por la posición 
r con una velocidad v (figura 3.1), en presencia de un conjunto eléctricamente 
neutro de corrientes “fuente” estacionarias. 


dirección nula 


f 2 


FA corrientes ` 


fuente 


Figura 3.1 Carga de prueba puntual q con velocidad v en presencia de un conjunto de corrientes “fuente”. 
La recta d indica la direccion de v para la cual la interaccion es nula. 


Impondremos además las siguientes condiciones: (1) que la carga de prueba no 
esté acelerada (o sea, proveeremos fuerzas externas no-eléctricas que equilibren 
a las fuerzas de interacción), (2) que su velocidad sea “pequeña” (con respecto 
a la velocidad de la luz), y (3) que las corrientes fuente sean estrictamente 
estacionarias (constantes en intensidad y configuración geométrica), y que estén 
contenidas en un volumen limitado. Bajo estas condiciones, con mediciones 
ideales, se establece que la carga de prueba en movimiento está en interacción 
con las corrientes fuente, con las siguientes propiedades: 


1. Para cada punto r del espacio hay una dirección (recta d en la figura 3.1) 
tal que, si la velocidad v es paralela o anti-paralela a ella, la interacción 
con las corrientes fuente es nula. 


2. Cuando v no es paralela a d, aparece una fuerza de interaccion fm 
perpendicular al plano definido por v y d. Esta fuerza se invierte cuando 
se invierte la dirección de la velocidad o cuando se invierte el signo de la 
carga de prueba. 


3.1. INTERACCIÓN ENTRE CARGAS EN MOVIMIENTO 213 


3. Vale el principio de superposición lineal: dadas varias fuentes independien- 
tes entre sí, la fuerza fm es suma vectorial de las fuerzas de interacci“on 
individuales con cada una de las corrientes fuente. 


4. Se comprueba experimentalmente que la fuerza de interacción en módulo 
vale 


| fín |  |g|lv]|sen a| 


donde a es el “angulo entre la direccion de v y la direccion d (figura 3.1) 
(0<a< r). 


Esta última propiedad puede escribirse diciendo que, para cualquier carga 
puntual de prueba q y cualquier velocidad v se cumple que 


fm] ln] a R 


lallvllsena]  |g'llv"|[sen a'l 


esta constante es una propiedad de cada punto del espacio que rodea las 
corrientes fuente y se llama intensidad del campo magnético. 


Todas estas propiedades se pueden expresar en forma vectorial introducien- 
do el vector campo magnético B de m'odulo B(r) y paralelo a la direccion d, 
tal que 


Fm=qux B (3.1) 


Esta fuerza magnética se llama Fuerza de Lorentz sobre la partícula en presencia 
de un campo magnético. Con la expresión (3.1) se cumple además el hecho de 
que invirtiendo el signo de q, o la dirección de v, se invierte la dirección de la 
fuerza fm. Las dimensiones de la intensidad de campo magnético B son 


newton kg.m.s”? kg newton 


~ coulomb.m/s  coulomb.m/s  coulomb.s  ampere.m 


a esta unidad se la denomina weber/m” o, ms recientemente, tesla (T). Es 
una unidad muy grande, por eso se introduce el gauss G (1 G = 1074 T) como 
unidad que más se usa. 


Prestemos atencion a la ecuacion (3.1). Vemos que es de un tipo muy 
particular, ya que: 


1El campo magnético en la superficie terrestre varía entre aproximadamente 0,3 y 0,6 G 
(ecuador y polo, respectivamente); el campo magnético utilizado para realizar una tomografía 
por resonancia magnética nuclear es del orden de 1T. 
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= La dirección de B no es “absoluta” como la del vector velocidad o fuerza: 
depende de la convención geométrica adoptada para el producto vectorial 
(regla del tirabuz“on).”* 


= Por ser perpendicular a v, la fuerza fm no realiza trabajo sobre la carga 
de prueba. 


Atendamos este último punto con más detalle. En ausencia de otras fuerzas 
(ver figura 3.2), dada una porción de trayectoria entre P y Q, el trabajo W que 
realiza esta fuerza, por ser v x B perpendicular a d£ resulta 


w= f fandt- [CatoxB)dt=0 (3.2) 


Ahora bien, como W es igual a la variacion de la energía cinética T de la 
carga entre P y Q (W = To — TP), resulta que: To = TP. Vemos que tanto la 
energía cinética como el módulo de la velocidad son constantes de movimiento 
de una partícula cargada en un campo magnético estático, por más complicado 
que este sea. 


Figura 3.2 Porci“on de trayectoria de una carga que se mueve en un campo magnético. 


La expresion de la fuerza magnética (3.1) es equivalente a la expresion 
(1.15) para la interacción electrostática. Obsérvense por otra parte las diferentes 
relaciones escalares/vectoriales entre las magnitudes físicas intervinientes: 


2 Mec “anica Elemental, sección 2.h. 

3Un vector de esta naturaleza se denomina pseudovector. Si decidiéramos cambiar la regla 
del tirabuzíon común en el producto vectorial por la regla del tirabuz“on “de los zurdos”, 
tendríamos que invertir los sentidos de los vectores B, ¡en todo el Universo! 
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Acci“on del campo eléctrico Acci“on del campo magnético so- 
sobre una carga bre una carga (en movimiento) 
f=4E f=quxB 


Nótese la correspondencia conceptual 


q ——> qu 
E —— B 


Se puede observar adem’as, que a la operacion producto entre q y E le 
corresponde la operación producto vectorial entre qu y B. La fuerza resultante 
sobre una carga de prueba que se mueve en un campo eléctrico y magnético, 


f=qaE+quxB 


es la fuerza de Lorentz propiamente dicha. * 


Veamos un ejemplo de movimiento bajo la fuerza de Lorentz. Considere- 
mos un campo magnético uniforme (constante en el espacio y el tiempo -m'as 
adelante mostraremos cómo obtenerlo—) e inyectemos una partícula cargada q 
con velocidad v perpendicular a dicho campo (figura 3.3). 


B 


Figura 3.3 Carga positiva que se mueve en un campo magnético. 


La fuerza de Lorentz (3.1) tendrá por módulo fm = quB y, por ser siempre 
perpendicular a v, causaría una aceleraci“on centrípeta a. = quB/m, donde m 
es la masa de la partícula. Pero por la relacion (3.2), la energía cinética y la 
velocidad permanecerán constantes, y el movimiento resultante será circular uni- 
forme, con radio re = v"/ac =mu/(qB)? y período Te = 2rre/v = 27m/(4B) 


4Por una misteriosa razón histórica, esta expresión se presenta como la definición “oficial” 
de fuerza de Lorentz. Pero cuando no hay campo magnético, a lo que queda (qE) no se 
lo designa mías con ese nombre. En general, en este texto, donde dice “fuerza de Lorentz” 
significamos la contribución magnética exclusivamente. 

5 Mec anica Elemental, sección 2.8. 
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independiente de la energía de la partícula. Un movimiento tal se llama ci- 
clotrónico y juega un papel fundamental en la física del plasma y en el estudio 
de los anillos de Van Allen. 


Nos interesa ahora ver cíomo depen- 
de B de las cargas fuente en movimiento. 
Abandonemos por un momento la condi- 
a'on de magneto- est “atica y consideremos 
una sola carga fuente qo pasando por el 
origen con velocidad vo (figura 3.4). Nos 
interesa conocer el campo magnético B 
en el punto r en el mismo instante. 


Experiencias ideales nos muestran que 


ese vector B es proporcional al producto Figura 3.4 Campo magnético en el punto r gene- 
ial rado por una carga fuente qọ pasando 
vectoria por el origen. 


B r 
~ qovo X — 

MUNA: 3 
donde r/r? es un vector de m'odulo 1/r° y paralelo a r. Este es un resultado 
experimental obtenido al medir en distintos puntos para distintas cargas fuente 
y distintas velocidades. La constante de proporcionalidad es una constante 
universal, cuyo valor puede determinarse experimentalmente, y que se designa 


con uo/4r 
Ho r 
B = gLV X 3 (3.3) 


Aquí vemos claramente como la direccion del vector campo magnético en 
efecto depende de la regla del tirabuz“on (vo y r tienen direcciones dadas por 
condiciones físicas). 

Por ser perpendicular a v, las fuerzas fm entre dos cargas puntuales en mo- 
vimiento interactuantes no son necesariamente fuerzas centrales. El “principio” 
de accion y reacci“on vale, pero el momento de las fuerzas con respecto a un 
punto cualquiera no siempre es cero (no están alineadas con r). 


La constante uo es universal, por cuanto no depende ni de la carga, ni 
de la velocidad, ni de la posicion, ni de nada. Su significado es similar al de 
la constante gravitatoria y la constante so: o expresa la intensidad de las 
interacciones magnéticas entre cargas en movimiento. Sus dimensiones, en el 
Sistema Internacional, son 


a [Br] N? N kgm 
ARR AR T 


y su valor experimental (medido con mucha precisión) resulta ser 


Ns? 
po = 4r x 10 a 
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El hecho de que valga 4r exactamente no es casualidad: históricamente, la 
unidad coulomb (C = 6,241 50935 - 10'% cargas elementales) se “fabric“o” de 
manera tal que uo tuviera ese valor. En particular, hay un sistema de unidades 
antiguo (ues) que decreta uo = 1. 

Nótese que la ecuación (3.3) es la equivalente en magnetismo a la ecuación 
(1.10) en electrost “atica: 


Campo eléctrico de una carga Campo magnético de una car- 
puntual ga puntual (en movimiento) 
1 r po r 
E = — — B = — U X — 
4TE0 pe y? ip” q? 


Combinando (3.1) y (3.3), la fuerza magnética sobre la carga de prueba 
resulta ser 


= a X [vo x a] 
= — QU X X= 
fri ir? qovo r 


cuyo equivalente eléctrico es la Ley de Coulomb (1.11) 


1 r 


Jaz 0 


Obsérvese nuevamente la correspondencia conceptual entre 1/0 y o. En 
realidad se debería usar 1/10 en lugar de uo (o 1/20 en lugar de £o) para 
llevar un paralelismo conceptual exacto, pero esto es una falla historica y 
no física. Obsérvese el hecho, a esta altura muy curioso, de que 1/ HoE = 
299792 458 m/s jes el valor de la velocidad de la luz c en el vacío! Obviamente 
aquí hay gato encerrado, al que soltaremos m'a adelante. * 


Para finalizar, expresemos matemáticamente la tercera de las experiencias 
ideales enumeradas en la página 213. La misma muestra que el campo magnético 
es aditivo, es decir, que el campo magnético de muchas cargas en movimiento 
es la suma de los campos magnéticos Bk producidos por cada una de ellas. 


SEs importante notar que ya el famoso Arnold Sommerfeld, en su clásico libro de texto de 
electrodinámica (publicado en 1948, en alemán) se queja de “lamentablemente estar obligado 
a seguir la tradición (de usar y y no su inversa)... mantenida por los electrotécnicos”. 

“Pero un vistazo dentro de la jaula no viene mal: el cociente entre la fuerza eléctrica (3.1) 
y la magnética (3.3) sobre una carga puntual q en presencia de otra q”, ambas en movimiento, 
tiene un valor mínimo f./f,,, > (qq/4re,)/(qugvuy/4r) = 1/(vvuye)) = 2/(vv), o sea, una 
cantidad enorme -a menos que ambos, v y v'se aproximen a la velocidad de la luz-. ¡Una 
razon mæ para llamar la atenci“on al hecho que las experiencias que llevan a la (3.3) son 
ultra-ideales! 
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Figura 3.5 Contribuci“on de una de las cargas puntuales q, al campo magnético en el punto r. 


Si tenemos una serie de cargas fuente qx con velocidades vk pasando por 
los puntos rx en un dado instante (figura 3.5), el campo magnético B(r) del 
conjunto en un punto cualquiera será 


T—"Tk 


po T— Tk 
B(r) = 23 e 2000 x a (3.4) 


3.2. Corrientes estacionarias en un campo magnético exterior 


Las relaciones (3.1)-(3.4) son ex- 
B presiones clave a partir de las cuales 
i ÓL i se puede deducir toda la magnetostáti- 
Er - - 7 ca, pero en sí no representan situacio- 
¡MA ÍA nes estaticas. Por lo tanto, usando el 
13 principio de superposicion, tenemos 
A E “—O | 7% que fabricar distribuciones de cargas 
ôS O MOS VERI fuente en movimiento tales que parez- 
Y can estaticas desde el punto de vis- 
ta macrosc“opico. Tomemos para ello 
Ofin un conductor por el que circula una 
, l corriente constante (figura 3.6). Con- 

Figura 3.6 Flujo de electrones y acci“on de la fuerza de : “> 
Lorentz en un conductor sujeto a un campo sideremos una porel on ôl de un tu- 
magnético. bo de corriente de seccion ôS y volu- 
men ôV = 0/95, sometido a un campo 
magnético exterior B. La fuerza ôfm, resultante de la fuerza magnética sobre 
todas las cargas contenidas en df (supongamos que todas viajan con la misma 
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velocidad v), de acuerdo a las relaciones (2.2) y (3.1) será 
fm = pólóSvx B = j x BAV 
y la densidad de fuerza (fuerza por unidad de volumen) Km = ôf m/V 


Km=jxB (3.5) 


Ahora bien: cuando hablamos de corriente de conducción, no hay que olvi- 
darse de que en realidad se trata de electrones viajando en dirección contraria 
a la corriente indicada con ¿ (figura 3.6). Pero la densidad de fuerza de Lorentz 
resultante seguirá teniendo el mismo sentido que en la ecuación (3.5), por cuan- 
to el signo negativo de las cargas cancela el sentido opuesto de la velocidad. 
Si los electrones fuesen libres como en un betatríon se desviarían como se ha 
prescripto para el movimiento ciclotr“onico mencionado en la página 216. 

En el conductor, sin embargo, el flujo de electrones interactúa con la red 
de iones metalicos vía fuerzas tipo rozamiento (en realidad son colisiones), 
y la densidad de fuerza que actúa sobre el flujo de electrones (3.5) resulta 
transmitida directamente a la estructura iónica del conductor, que supondremos 
actúa como un cuerpo rígido. En resumen, consideraremos que la relación (3.5) 
representa la fuerza magnética por unidad de volumen actuando directamente 
sobre el conductor. N“otese que algo similar pasa con la fuerza por unidad de 
superficie sobre las cargas (exceso o falta de electrones) en la superficie de un 
conductor en equilibrio electrostático (ver pagina 42). 

Cuando tenemos un conductor muy delgado de sección ôS (por ejemplo un 
cable, discutido en la pagina 60), podemos considerarlo como un único tubo 
de corriente de intensidad total 7 = puóS (relación (2.1)) y reescribir la fuerza 
Ôfm que actúa sobre la porción ô£ en la forma (ya que ó£ || v) 


Sfm = pvôSôl x B = 15 x B (3.6) 


esta es la expresión general de la fuerza magnética que actúa sobre una porción 
infinitesimal de un conductor delgado. Obsérvese que siempre es perpendicular 
al conductor lineal e independiente del área y forma de su sección transversal. 


8La situación real es un poco más complicada: una desviación se produce también en un 
conductor, pero debido a la separacion de cargas que esta fuerza provoca, en consecuencia, 
aparece un campo eléctrico de polarización transversal que actúa en contra de esa desviación. 
El resultado final es un nuevo estado de equilibrio din“amico en el que la fuerza del campo 
eléctrico de polarizacion se equilibra con la accion de la fricci“on transversal. La fuerza 
resultante dada por (3.5) y el flujo de electrones proceden en su direccion original. La 
polarización eléctrica, si bien pequeña, se puede medir, y el efecto correspondiente se llama 
Efecto Hall. Sirve para determinar la densidad y velocidad media de electrones libres en un 
conductor metálico. 
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Con la relación (3.6) ya estamos en condiciones de medir campos magnéticos 
en forma más realista. Utilizando un sistema como el de la figura 3.7 es posible 
medir el campo en la región rayada, con tal de medir la fuerza que actúa sobre 
el trozo de conductor en el extremo derecho del circuito. 


I B entrante 
Sa 
s KEJ Of. 


Figura 3.7 Sistema para medir el campo magnético. 


Por ejemplo, si el campo es perpendicular al papel y dirigido hacia abajo, la 
fuerza (3.6) tendrá la dirección dada en la figura 3.7, causando una tracción al 
sistema que se puede medir fácilmente. Obsérvese que dado que los conductores 
largos estan muy pr“oximos entre sí, y que son recorridos por la corriente en 
sentidos opuestos, las fuerzas magnéticas sobre los mismos tendran resultante 
nula y no contribuirían a la resultante total. 

Integrando (3.6) podemos calcu- 
lar la fuerza resultante sobre un con- 
ductor rígido lineal de longitud fini- 
ta entre dos puntos P y Q: fm = 


i dl x B. En particular, para una 


I 
espira rígida por la que circula corrien- 
te y que se encuentra en presencia de 
un campo magnético (figura 3.8), será 
fm = 19 de x B (3.7) Figura 3.8 Fuerza magnética ôf, =I d£ x B sobre los 
espira elementos de una espira circular. 


Como se trata de un cuerpo rígido de dimensiones finitas, también será necesario 
calcular el momento de la fuerza resultante respecto de un punto O? 


M=1b r x (de x B) (3.8) 


spira 


Si aplicamos (3.7) para una espira plana en un campo magnético homogéneo 
(B = cte.) (figura 3.8), o consideramos una espira infinitesimal en un campo 


9 Mec anica Elemental, sección 2.h. 
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magnético cualquiera (para el cual podemos suponer que la variacion de B a 
lo largo de la espira es despreciable), tendremos 


fa=1(fæ)xB=0 


ya que la suma vectorial de todos los elementos de arco en un camino cerrado 
fdl = 0. O sea, la espira se comporta como un cuerpo rígido sometido a un 
sistema de fuerzas de resultante nula. Como consecuencia de esto, el momento 
total de las fuerzas magnéticas será independiente del punto que tomamos como 
centro, y en un campo magnético uniforme la espira sob tendría aceleraci “on 
angular. 


En cuanto al momento de las fuer- 
zas magnéticas (3.8), si tenemos una 
espira de forma rectangular encerran- 
do una superficie S, que puede rotar 
alrededor de un eje PQ perpendicular 
a B en un campo homogéneo (figura 
3.9), es fácil ver que para una corriente 
I y un “angulo a entre normal y cam- 
po, la cupla de las fuerzas magnéticas 
sería M = ISB seno, en m'odulo. La 
direcci“on del vector momento sería la 
de POr Esto se puede escribir en Figura 3.9 Espira que puede rotar sobre su eje en un 


f al campo magnético uniforme. Principio de 
orma vectoria funcionamiento de un amperímetro. 


M=ISùxB=mxB (3.9) 


El producto IS ù = m aparece a menudo y se llama momento magnético de la 
espira. Se puede demostrar que esta expresion tiene validez general para una 
espira de corriente de forma cualquiera en un campo magnético uniforme (o 
una espira infinitesimal en un campo cualquiera). 


3.3. Campos magnéticos producidos por corrientes estacionarias 


Consideremos el caso de un conductor rectilíneo infinito. Nos interesa el 
campo B en un punto P (figura 3.10). Como primer paso, calculemos la con- 
tribución óB de un elemento de corriente ôl. 


10 Mec “amica Elemental, sección 5.a. 

1151 esta cupla se equilibra con otra de origen mecánico (por ejemplo un resorte, figura 3.9), 
es posible calibrar el sistema (es decir, hallar las posiciones de equilibrio o, como función de 
corrientes patron I), y medir así corrientes inc “ognitas. Esto último constituye el principio 
de funcionamiento del amperímetro. 
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Figura 3.10 Contribuci“on ôB, en un punto P, de un elemento de corriente ó£. 


Si consideramos un sistema de refe- 
rencia con origen O sobre el conductor 
por el que circula la corriente T (ver figu- 
ra 3.11), la expresión fundamental (3.4) 
del campo magnético de cargas en movi- 
miento, y considerando que de acuerdo 
a la (2.4), Y qu = 10£ en el conductor 
de un circuito de corriente J, escribimos 


O 4 ÓL para la contribución 4B de un trozo del 
Figura 3.11 Campo en un punto P en cercan ías de circuito 
un conductor rectilíneo infinito por el 
que circula una corriente T. (r — £) 


¿B(r) = TI x (3.10) 


Ir- e} 
Vemos que el sentido de ôB es hacia el lector y su m'odulo vale, teniendo 
en cuenta que [sen 0| = r/(r? + 1%)? 


po Tótisen0| po  Iról 
4r (r24 2)  4r(r+ Pera 


|B| = 
por lo tanto, con £ =L/r, 


OO I OO 
p=fas= rr] Tat] on 
Am AN A 2rr 


Esta es la Ley de Biot y Savart. Las líneas del campo B (tangentes en 
todo punto al vector campo magnético B) son circunferencias que rodean al 
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conductor, y en las que el vector B tiene el sentido de tal manera que un 
tirabuzón que gira con él, avance en direccion de la corriente (figura 3.12). 


Vemos que el campo B decrece como 1/r (r: distancia al conductor rec- 
tilíneo). Comp “arese este resultado con el campo eléctrico E = A/(2reo r) de 
un alambre rectilíneo infinito cargado con densidad lineal A (ver página 60).*? 


Figura 3.12 Líneas de B alrededor de un conductor por el que circula corriente. 


Campo magnético de dos conductores rectilíneos paralelos 


Si ahora tenemos dos conduc- 
13 


tores “infinitamente largos” *” rec- B 
tilíneos paralelos, recorridos por r 
. i . 
las corrientes / e I , situados a una 
distancia d (figura 3.13), el campo A 
B en el conductor por el que cir- d a 
1 . . 
cula 7, producido por la corriente f li 
I del otro conductor, será 
_ Ho21 B' 
4r d Figura 3.13 Campos y fuerzas magnéticas entre dos conduc- 

. ? A tores rectilíneos a una distancia d por los que 
con el sentido que se indica en la circula corriente en el mismo sentido. 
figura 3.13. 


12Es interesante considerar el caso de un conductor rectilíneo que se mueve con velocidad 
constante v paralelo a si mismo. Eso es equivalente al cable rectilíneo llevando una corriente 
I = ùv (relacion (3.11)), s'do que ahora también hay un campo eléctrico presente (relacion 
(1.58) ); el campo magnético engendrado será dado por la (3.11). El cociente de las intensidades 
de estos dos es constante: E/B = A/(2rreyr) x (27r)/(1¿Av) = 1/(epuyu) = e c/v, o sea, 
¡un número mayor o igual que la velocidad de la luz! Otra vez nos encontramos con el gato 
encerrado —pero esta vez ya le estamos pisando la cola (¡que es la teoría de la relatividad 
restringida!). 

l3Recuérdese que cuando decimos “infinitamente largos”, significamos “muy largos” con 
respecto al entorno que se está examinando (distancia d en este caso). 
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El campo B' producido por T'en el conductor por el que circula T es 


mientras que la fuerza sobre una porción £ del conductor por el que circula la 
corriente /' estaría dada por la suma de (3.6), y tendría la direccion y sentido 
que se indica en la figura 3.13, con modulo 


po 2T 


= MB = 
PA Fa 


mientras que la fuerza sobre una porción £ del conductor por el que circula la 
corriente / es 
Ho 211 Y 


rl 


|| =10B'= 


por lo tanto, los conductores se atraen con una fuerza por unidad de longitud 
igual a 


Hist “oricamente, esta relaci“on se 
utilizo para definir el ampere (A), y 
con ello, el coulomb (C): efectivamen- 
te, dos conductores a 1 m de distancia, 
recorridos por 1 A cada uno en el mis- 
mo sentido, se atraen con una fuerza 
por unidad de longitud de't 


Ja 2.47-107" N 14A? 
l AT A? 1m 


= 2: jga 
m 


Figura 3.14 Campos y fuerzas magnéticas entre dos 
conductores rectilíneos a una distancia d 


Por lo tanto. se define el C como por los que circulan corrientes con sentidos 
y E 2 > opuestos. 
aquella cantidad de carga eléctrica 
que, pasando en un segundo por cada uno de dos conductores paralelos situados 
a 1m de distancia, produce una atraccion entre los mismos de 2- 1077 N /m. 
Si las corrientes son opuestas, los conductores se repelen (ver sentidos de B 
y f en la figura 3.14). Esto puede traer un problema en líneas de alta tensión 
de corriente continua. 


l4Esta es la razón histórica por la cual 1, tomó su valor actual. 
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Determinación del campo magnético de una espira circular 


El siguiente ejemplo sería el campo de una espira circular en un punto del 
eje de la misma (figura 3.15). El elemento ôl contribuye con 


a O SiN 
åB = I? ôL 3 
I 
a- 
dr r 
pues ôl es perpendicular a r. 
A8Bproy 


Figura 3.15 Determinaci'on del campo magnético producido por una espira circular sobre su eje. 


Por simetría se ve que la suma vectorial de los dB estaría en la direccion del 
eje y sería igual a la suma de las proyecciones individuales de BB sobre el eje, 
que valen 


OBproy = ÓB cos E — (0 + 5)] = ôB sen 0 


o sea, 


Bir) = [dio = | dBseno = [La senvat 


4r lr -—r' 
2ra 2 
po I a l 7m Ho Ia 
An (r? +a’) Vr Fa Jo 2 (r? + aye 


(3.12) 


El sentido de B es el mismo a lo largo de todo el eje y estía dado por la 
regla del tirabuz “on. El m'aximo valor estía en el centro de la espira (r = 0) y 
vale 
pol 


Bo = 
s 2a 
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A gran distancia (r > a) sobre el eje tenemos 


Ho 2na Lom 
dr rr 2mr’ 


Bæ = 


en la que, de acuerdo a la (3.9), m es el momento magnético de la espira. 
Para el valor del campo en un punto fuera del eje se llega a expresiones m'as 
complicadas que, cuando r > a, se simplifican sustancialmente, adquiriendo 
una forma funcional similar al campo eléctrico de un dipolo de cargas en un 
sistema de coordenadas esféricas (1.17) 


_ M l _ m] 
Irr 3 cos Fe 
pom pom 
r p= — == B ==, 
B Irri 2 cos Bo Ir? sen 0 =D 


El campo magnético terrestre es, en primera aproximacion, un campo di- 
polar, con el dipolo localizado aproximadamente (pero no exactamente) en el 
centro de la Tierra, y un eje inclinado unos 11 grados con respecto al eje de 
rotación. Por ello las expresiones antecedentes (aunque no en esa forma), ¡son 
“las f'ormulas más viejas” en este texto! 


Campo magnético de un solenoide 


Veamos ahora qué pasa cuando 
adosamos muchas espiras iguales una 
al lado de la otra (solenoide). Una 
espira que estía en la posici“on x con- 
tribuirá, en un punto P del eje (figura 
3.16), con un campo que según (3.12) 
resulta 


Ho Ta? 
AB = o 
2 [(1— xp) +a?] 
Todos los AB tienen la misma direc- 
ción y sentido. 


Si hay n espiras por unidad de longitud, en dx habría dN = ndg espiras 
que contribuyen cada una al campo B. Entonces, el campo total en xp será 


patin] a dz 
o Ll 


2 £— rp) +a? 


3/2 


Figura 3.16 Punto P en el eje de un solenoide. 


3/2 
| 
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Se puede demostrar que esta integral vale 
cos 1 + cos (2, siendo aı y a2 los indica- 
dos en la figura 3.17, entonces, 


po In 
Bs (cos œı + cos a2) 
Figura 3.17 Ángulos q, y œ> subtendidos desde Para un solenoide “infinito” ai = 
el punto P hasta los extremos del so- =0 1 d 
kaside a2 = 0, y el campo queda 


B = moln 


o sea, el campo es constante a lo largo del eje. Se puede demostrar (página 239) 
que esto vale para cualquier punto en el solenoide o sea, aunque no esté sobre 
el eje. En otras palabras, un solenoide ultra largo genera un campo uniforme 
en su interior. Esta es una de las propiedades importantes de un solenoide para 
la física y la tecnología. 


Campo magnético de una distribución de corrientes 


Concluimos esta seccion con la expresion general del campo magnético de 
una distribución tridimensional estacionaria de corriente j. Para ello descompo- 
nemos la distribución en tubos de corriente elementales de sección infinitesimal, 
cada uno llevando una corriente ôI = jóS, que por definición es constante a lo 
largo del tubo (ver figura 3.18). 


Figura 3.18 Campo magnético de una distribuci“on de corrientes estacionarias descompuesta en tubos de 
corriente cerrados infinitesimales, en una posición del espacio r. 


228 CAPÍTULO 3 


Por el principio de conservación de la carga (ver sección 1.12), sabemos que 
los tubos de corriente de una distribución estacionaria deben ser cerrados. Un 
trozo ôl de tubo de corriente, de seccion ôS, y localizado en r’ (figura 3.18) 
contribuye con un campito dB en P de la forma 


ôB = EIA x EA y 


T [r-r dr Ir-r 


donde hemos reemplazado 10€ por jôV (ver ecuación (2.8)). Todo lo que hace 
falta ahora es integrar sobre la distribucion de corrientes 


r-r 

B= f jlr’) x a (3.13) 
4T yV Ir r'| 

Es importante comparar esta expresión, a la que volveremos más adelante, con 


la equivalente del campo eléctrico de una distribucion est'atica de cargas p 
(1.27): 


ÅTE0 


Be) = gg [0 Rav 


3.4. Propiedades integrales y diferenciales del campo magnetostático 


Veamos ahora las propiedades integrales del 
campo magnético. Consideremos la expresi'on 
fundamental (3.3) del campo de una carga en 
movimiento que está pasando por el origen O, 


po r 
B(r) = E dd x a 


y hallemos el flujo de B a través de una superficie 
cerrada X 


A i r 
Figura 3.19 Superficie cerrada atrave- LN CAN 
sada por el flujo de un cam- f B-dS= za wag [v x 3] ds 


po magnético. 


que puede contener o no a la carga q (figura 3.19). 
Usando que (Ax B)- C = A- (B x C), tendremos 


20 KEA = Mona 
$B as = apo [5 xas] qe fixas 
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puesto que v es un vector constante en la integración. Esta integral es puramen- 
te geométrica. Basado en el desarrollo realizado en la sección 1.6 en relación a 
la ecuación (1.48), es fácil ver que para cualquier superficie cerrada y cualquier 
punto origen O, se cumple que 


dh xds=0 
Sr 


$ B-48=0 (3.14) 


Esto fue deducido para el campo de una sola carga en movimiento. Para muchas 
cargas en movimiento seguirá valiendo la (3.14), por la propiedad aditiva lineal 
del campo magnético (3.4). En resumen, el flujo del campo magnético a través 
de una superficie cerrada siempre es nulo. Esta es una de las propiedades 
integrales del campo magnético. Ello quiere decir que todo tubo de líneas de B 
que entra en una superficie cerrada cualquiera, necesariamente vuelve a salir 
de ella (figura 3.20). Si no fuese así, el flujo nunca podría ser nulo, puesto 
que no habría compensacion de flujo entrante y flujo saliente. Esto es muy 
distinto al caso electrost “atico, en el que la relacion equivalente a la (3.14) no 
necesariamente es nula: las líneas del campo eléctrico nacen y terminan en la 
cargas eléctricas (página 62). Como no hay un equivalente a la carga eléctrica 
en el magnetismo, las líneas de B no pueden nacer ni terminar: son líneas que 
se cierran sobre sí mismas.” 

El camino para deducir la otra pro- 
piedad integral del campo magnético es 
mæ laborioso. La meta es, por analogía 
con el caso del campo eléctrico, encontrar 
una expresión “universal” para la integral 
$ B -dr alo largo de un camino cerrado 
cualquiera. Nuestro prop “osito inmediato 
es encontrar una expresion del producto 
escalar B -ôr que es el integrando en la cir- Figura 3.20 Todas las líneas de campo magnéti- 
culacion del campo magnético que quere- co. que Aa a PUES 

y rrada necesariamente salen de ella. 
mos calcular. Para ello, consideremos una 
espira por la que circula una corriente / (figura 3.21) y un punto P en el cual 
el campo magnético producido por la espira (integrando (3.10)) es ahora 


Bor pa x NERO) (3.15) 
4r |[rp — rce] 


y por lo tanto, 


l5La Física fundamental no prohíbe la existencia de “cargas magnéticas”, o monopolos 
magnéticos, pero hasta la fecha no han sido encontrados en la naturaleza, pese a experiencias 
muy cuidadosas y costosas realizadas en busca de ellas. 
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P 


CP 
W r 
5 camino de 

T integración 
para ỌB.ôr 


espira 
fuente T 


Figura 3.21 Ángulos s”olidos subtendidos por la espira I vista desde dos puntos vecinos P y P’ del camino 
de integracion. ôB es la contribucion del elemento 7ó£ al campo magnético en P. 


Observemos que desde el punto de vista geométrico, desplazar infinitesimal- 
mente el punto P en ôr hasta P’ (figura 3.21) es equivalente a dejar el punto 
P donde estía y desplazar toda la espira rígidamente, es decir, desplazar cada 
uno de sus puntos en dr'= —ôr (ver figura 3.22). 


Figura 3.22 Geometría y ángulos s”olidos subtendidos por la espira desplazada en dr'= —ór. 
Si åB es la contribucion al campo magnético del elemento ó£ de la espira, 


llamando r = rc — rp (el radio-vector de P a C), tendremos 


T 4r y? 4r y? 


ôB -òr = 2 (wx) có rto Er Or 
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Observemos en la figura 3.22 que ôr'x ôl = ñ ôS = S es el vector elemento 
de “ara formado por los vectores dr” y ôl en la franja, y que la normal À es 
exterior a la franja que une el contorno de la espira en su posición original con 


el de la espira desplazada. Por lo tanto, recordando que dr'= —ôr, 
_po,r:0S 
åB . ór = An? -3 


Pero r -98/r* = (r - ûà/r)(8S/r?°) = ôS cos 0/r? = åw, el “angulo s'olido con el 
que se ve desde el punto P el elemento de área formado por los dos vectores 0£ 
y ór”. El ángulo 6 es el ángulo entre los vectores r y dr”. Por lo tanto, integrando 
a lo largo de la franja tendremos 


B.r = Ar ðu = Lol Otranja 


T franja 


Ofranja es la suma de los “angulos s'olidos elementales ôw, es decir, el “angulo 
solido con el cual se ve la franja lateral completa desde P (cuidado con los 
sentidos de las normales y sus efectos sobre el signo de åw —ver más abajo-). 


Nótese que este ángulo sólido franja también representa la diferencia entre 
el “angulo s'olido (Qiniciar con el que se ve toda la espira en su posicion inicial, 
y el Mfna con el que se la ve luego de desplazarla en ór' a su posici“on final 
(examinar atentamente la figura 3.21). Así que 


Ofranja = Qinicial = Ofinal AS (Oñinal = Qinicial) = —02 


donde & debe interpretarse como el cambio del “angulo s“olido (2 cuando la 
espira se desplaza rígidamente en dr. 

Por lo visto arriba, para el caso equivalente de una espira inm ovil vista 
desde dos puntos proximos P y P’ (ver figura 3.21), Q sería la variacion del 
ángulo sólido cuando pasamos de uno al otro. El resultado de todo esto es que 
si tenemos una espira y dos puntos vecinos cualesquiera P y P’, el producto 
escalar del campo B en P con el segmento diferencial P-P’ valdrá 


B.ór= -TI (3.16) 


donde dí es la variacion del “angulo s'olido subtendido por la espira, cuando 
pasamos del punto P al P”. N'otese que en el caso de la figura 3.21, &Q < 0 y 
por lo tanto B -ôr > 0. 


El proximo paso consiste en integrar la ecuacion (3.16) a lo largo de una 
curva cerrada. Para ello necesitamos utilizar el siguiente resultado puramente 
geométrico (que se discutiría en la sección 3.5): 


P R= -ar 


232 CAPÍTULO 3 


cuando el camino cerrado atraviesa la superficie subtendida por la espira. Va- 
liéndonos de este resultado encontramos que 


dB -dr= pol (3.17) 


la cual, si tenemos muchas espiras por las que circula una corriente Ik, se escribe 
hd B-dr= mo Y h (3.18) 
k 


Aquí >, lx es la suma algebraica de las corrientes que atraviesan el ca- 
mino recorrido, tomadas como positivas si tienen el sentido en que avanza un 
tirabuzón que gira como el recorrido. Esta es la famosa Ley de Ampere. 


La (3.18) vale en forma completamente general para corrientes Ik cerradas, 
aun si en lugar de espiras tenemos una distribuci“on continua de corriente de 
densidad j. En dicho caso 


P B-dr= po f ¿:dS=mls (3.19) 
S 


A la derecha tenemos el flujo total del vector densidad de corriente a través 
de una superficie S apoyada en el camino recorrido (con la normal dada por el 
sentido del recorrido). Este flujo es la intensidad total Js a través del camino 
cerrado. Tal como en el caso electrost “atico, ¡se ve que los factores 4m han 
desaparecido! 

Las expresiones (3.14) y (3.19) son las expresiones integrales del campo 
magnético. En la imagen geométrica de líneas de campo, las interpretamos de 
la siguiente manera (volviendo a la notación anterior en que designamos d£ al 
elemento de un circuito cerrado): 


f B.dS=0 las líneas de campo magnético siempre son ce- 
z rradas: el campo es solenoidal. 


$B -dl = uol las líneas de campo se enrollan alrededor de 
las corrientes (7 corriente total). 


La imagen electrost “atica equivalente es 


$ E.de=0 el campo es conservativo. 


$ E -dS =Q/z< las líneas de campo nacen en cargas positivas 
z y terminan en cargas negativas o se pierden en 
el infinito (Q carga encerrada). 
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El cuadro geométrico de las líneas de campo se ilustra en la figura 3.23, 
donde se muestran la distribuciones de líneas del campo magnético de una 
espira y del campo eléctrico de un dipolo. 


D 


campo magnético campo eléctrico 
de una espira de un dipolo 


Figura 3.23 Distribuci 'on de líneas del campo magnético de una espira y líneas de campo eléctrico 
de un dipolo. 


Tanto la magnetost “atica como la electrostatica se pueden derivar de las 
expresiones integrales. En paralelo con el caso electrost “atico, utilizando los 
teoremas de Stokes y Gauss, ê Se pueden extraer de ellas ecuaciones diferenciales 
del campo magnético de una distribución estática de corrientes 


V x B= mj (3.20) 
V-B=0 (3.21) 


Estas son las ecuaciones de Maxwell de la magnetostática. Sería erróneo inter- 
pretarlas diciendo que “el campo magnético en un punto dado está determinado 
por la densidad de corriente local”. El campo está determinado por las corrien- 
tes en todo el espacio (ver relacion (3.13)). El car'acter local de las relaciones 
(3.20) y (3.21) se refiere a las variaciones espaciales (rotor y divergencia) del 
vector campo. 


l6 Estos teoremas se refieren a un campo vectorial cualquiera X = X(r). El teorema de 
Stokes afirma que, dada una curva cerrada C y una superficie S que se apoya en ella, se 
cumple que 


| (0xx) 0s=$ Xx ae 
S C 


El teorema de Gauss afirma que, dada una superficie cerrada X encerrando un volumen V, 


se cumple que 
|v xwv=px as 
4 y 
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Para terminar, consideremos una curva finita entre dos puntos P; y Pf 
(figura 3.24), y calculemos la integral curvilínea de B - dr (relacion (3.16)) 
entre ellos 


B dl = -TI (Qy — Qi) (3.22) 


i 


Figura 3.24 Ángulos solidos subtendidos desde P, y desde P;. 
La expresion (3.22) es formalmente an'aloga a la definicion del potencial 


escalar electrostático (1.40). Efectivamente, dada una espira recorrida por una 
intensidad de corriente I, podemos introducir la funcion del espacio 


b(2,y,2)= 10(5,9,2) (3.23) 


en la que Q(x, y, z) es el “angulo solido con el que se ve el lado positivo de la 
espira desde el punto (x,y,z). Entonces podemos escribir las (3.16) y (3.22) 
de la siguiente manera: 


B -ó£ = —0y 


P; 
f B -dl = — (ys — yi) 
P; 


recordando la definicion de gradiente (ver página 46) 


o o o 
Bzôx + Byðy + Bzôz = —04 = [Fä y | ds 


O a e a 
“dx ” Oy” Oz 
podemos escribir 
Ho 


B=-Vý =- 1V9 (3.24) 
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La relación (3.24) es extremadamente útil para el cálculo del campo magn éti- 
co terrestre y en general para campos externos de corrientes o imanes indus- 
triales. No nos permite, sin embargo, afirmar que el campo magnético deriva 
de un potencial. En efecto, la relacion (3.18) muestra claramente que para el 
caso de una espira, la función (3.23) no puede tener el carácter de un potencial 
escalar común, pues en ese caso, la integral (3.18) siempre debería ser nula. 
Lo que pasa es que la relacion (3.24) es valida solb en una region del espacio 
carente de corriente, donde puede ser utilizada recurriendo a la ecuacion de 
Laplace (1.64). 


3.5. Sobre ángulos sólidos 


Unas palabras de precaución: ¡hay que tener mucho cuidado al trabajar con 
ángulos sólidos! Efectivamente, cualquier curva cerrada en realidad define dos 
ángulos (figura 3.25) cuando es vista desde un punto P: el Q y su complemento 


/ 
O'= 47 — 0. 
má 
LAN A 
o x 
Figura 3.25 Ángulo s'olido subtendido desde P y Figura 3.26 Definicion del lado positivo y nega- 
su complemento. tivo de una espira no plana. 


¿Cuál de esos dos es el que hay que tomar en la ecuación (3.16)? Para ello 
hay que definir primero el lado positivo y el lado negativo de la espira. En el caso 
de una espira plana, es fácil: la transición del lado negativo al positivo es aquella 
en la que avanza un tirabuzón que gira en el sentido dado por la intensidad de 
la corriente. Si la espira no es plana, se la recubre con una superficie curva (ver 
figura 3.26) a la cual se subdivide en cuadraditos; empezando con el cuadradito 
rayado, es fácil definir un lado positivo, puesto que lo podemos considerar plano. 
Podemos proceder así con cuadraditos continuos y definir el lado positivo de 
la superficie curva entera que se apoya sobre la espira. 

Ahora podemos dar la regla para decidir cu'al de los dos “angulos s”olidos 
subtendidos por una espira hay que considerar para la (3.16): es aquel con el 
que se “ve” el lado positivo de la espira. 
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Figura 3.27 Cambio del ángulo s'olido con el cual se ve el lado positivo de una espira desde puntos de un 
recorrido cerrado. N otese el salto en 47 en el punto C, donde el recorrido atraviesa el plano 


de la espira. 


Una vez formulada esta regla, podemos examinar como va cambiando el 
“angulo solido con el que se ve el lado positivo de una espira desde los puntos 
de un recorrido cerrado ABCDA, mostrado en la figura 3.27, a medida que se 
lo recorre una vuelta entera. Obsérvese bien como desde un valor 27 (en A, 
cuando se atraviesa el plano interior de la espira), el “angulo s”olido (2 decrece 
gradualmente hasta cero en C (cuando la espira se ve de canto). En C, el 
valor de Q salta en +41, pues ahora, de repente, el lado positivo se ve desde 
el complemento (el ángulo grande). 


Siguiendo el camino, el valor de (2 decrece gradualmente desde 47 hasta 
volver a valer 27 al llegar a A. En otras palabras, el ángulo sólido continuamente 
decrece, excepto en el punto C, en el que el recorrido atraviesa el plano exterior 
de la espira, donde sufre una discontinuidad.” De esta manera, si llamamos 
A los cambios infinitesimales continuos de Q, la circulación del ángulo sólido 


P R= -a 


Nótese que si el recorrido cerrado no es atravesado por la espira, la circulación 
de Q será cero y habría dos discontinuidades opuestas, o ninguna. 


l7Estos saltos son una propiedad de todos los “angulos, incluso los bidimensionales. Re- 
cuérdese que considerado como una variable espacial, el ángulo de giro de un cuerpo rígido 
rotante incrementa continuamente, pero como ente geométrico, su valor siempre salta de 27 
a cero cuando se completa una vuelta. 

18 Vale para dos caminos cerrados entrelazados: el sentido de uno de ellos es tal que un 
tirabuzón avanza en el sentido de giro del otro (la corriente en este caso). 
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3.6. Aplicaciones de las propiedades integrales 


Las expresiones (3.14) y (3.18) son úti- 
les para calcular campos magnéticos pro- 
ducidos por configuraciones de corrientes 
con alta simetría. Veamos por ejemplo el 
caso de un conductor cilíndrico infinito 
grueso (figura 3.28) en el que hay una 
corriente definida por el vector densidad 
de corriente J. Por razones de simetría, 
las líneas de campo deben ser circunfe- 
rencias concéntricas con el cilindro, y la 
intensidad de B s'odo puede depender de 
r, por lo tanto, eligiendo como camino de 
integración para la (3.18) una de esas cir- 
cunferencias concéntricas C, tenemos que 


$ B -dl = 2rrB = Ho Ic Figura 3.28 Conductor cilíndrico infinito de radio 
C 


a y densidad de corriente j uniforme. 


donde Ic es la corriente que atraviesa la circunferencia. ¡Verifíquense bien los 
signos y los sentidos! 

Para una circunferencia como la C’, exterior al conductor de radio a, esta 
corriente es la / total que atraviesa el conductor, entonces 


I 
B = AAN parar >a 
2rr 
y obtenemos nuevamente la (3.11) (Ley de Biot y Savart). Si ahora r < a, 
Ic = jar? y por lo tanto j = I / Ta (considerando corriente homogénea en el 
interior del conductor), es decir 


Inr’ 
2rrB = 
A Mra? 
entonces, 
m 
B = Sii parar <a 
27 a 


Graficando el m'odulo de B para todo el rango de r (figura 3.29) veremos 
que dentro del conductor, el campo decrece a cero linealmente hacia el centro 
del mismo. 
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a T 


Figura 3.29 Dependencia funcional del m'odulo de B para todo el rango de r. 


Este resultado tiene una consecuencia importante, ya que nos muestra que 
el infinito que toma el valor del campo magnético en la posicion del alambre 
conductor infinitamente delgado (a —> 0), al igual que el valor infinito del 
campo eléctrico en la posición de una carga estrictamente puntual, desaparece 
al considerar que el alambre tiene un grosor finito a, o que la carga no es 
estrictamente puntual. 


Consideremos ahora un solenoide toroidal, con N espiras (o vueltas) reco- 
rridas por la corriente 7 de seccion cualquiera (figura 3.30). 


Figura 3.30 Solenoide toroidal con N espiras recorridas por una corriente l. 


Tomemos un camino de integración circular de radio r; por simetría, este camino 
deberá ser una línea de campo, por lo tanto 


Ọ B -de = 27B = po NI 


entonces, 
= Ho NI 


2r7r 


B 


y para un punto exterior al solenoide B = 0, ya que por cada I positiva que 
sale del plano del dibujo, hay una / negativa que entra al plano. 
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Si el solenoide toroidal es de sección pequeña, se tendrá que r = R (R es el 
radio del solenoide) y n = N/2r R (número de espiras por unidad de longitud), 
de esta manera quedará 

B = pon! (3.25) 


en cualquier punto interior del solenoide toroidal. Si R —= oo, tenemos un 
solenoide rectil íneo infinito; por lo tanto, el campo en el interior de un solenoide 
infinito es uniforme y de valor dado por (3.25). Es importante notar que para 
la (3.25) no interesa la forma de la seccion del solenoide con tal de que sea 
constante. . Para obtener intensidades de campo B del orden de 1 T con un 
bobinado de n = 10espiras/mm se requiere una corriente I = 10% A. Esto es 
tremendo (¡fundiría los conductores! ). Por ello, un campo de 1 T en el vacío es 
muy difícil de obtener sin refrigeración adecuada. 


Con respecto a la relación (3.25), observemos más de cerca la magnitud nI. 
En el solenoide, esta representa la cantidad de carga eléctrica que atraviesa un 
segmento unitario perpendicular al bobinado, por unidad de tiempo. Esto se 
puede generalizar, introduciendo la densidad superficial de corriente g como la 
carga eléctrica que atraviesa la unidad de longitud de una línea perpendicular al 
movimiento de las cargas (ver figura 3.31), como un equivalente bidimensional 
a la densidad de volumen de corriente (figura 2.1). 


Figura 3.31 Flujo de corriente superficial g a través de un elemento d£ de la línea C. 


Observando la figura 3.31, todas las cargas que en un instante dado est“an en 
el rect “angulo de lados ôl y vót atravesarían el elemento dl de C durante el 
intervalo dt. Por lo tanto 


ôq cólvót 
= = 0v 


I= Sest tt 


En el caso de un solenoide tendremos g = nI. 


Igual que al vector j, densidad volumétrica de corriente (2.2), podemos dar 
a g jerarquía de vector. 


g=00 (3.26) 
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Este es el vector densidad de corriente superficial. Obsérvese que dado un 
segmento ô£ en el plano que no sea perpendicular, pero forme un ángulo 0 con 
g, el módulo del producto vectorial entre ambos sería: 


lg x 0€| = gól|sen 0| = ôI 


que representa la carga eléctrica (superficial) que por unidad de tiempo atra- 
viesa el elemento ôl inclinado con respecto a su movimiento. Si Ĥ es un versor 
perpendicular al plano formado por g y d£ esto lo podemos escribir 


ôI = |ñ - (gx dl)! (3.27) 


Las ecuaciones (3.26) y (3.27) son las equivalentes superficiales a las (2.2) y 
(2.3) del Capítulo 2. 


Figura 3.32 Cilindro infinito cargado superficial- Figura 3.33 Dos planos paralelos cargados con 
mente con densidad ø que rota con densidad superficial d que se mue- 


velocidad angular constante w. ven con velocidad +v. 


La expresion (3.26) sirve para resolver un caso como el de un cilindro infini- 
to cargado superficialmente con densidad ø que rota con velocidad angular 
constante w (figura 3.32). Esto equivale a tener un solenoide circular con 


nI = g = ov = owr y B = uo owr 


Otro ejemplo de aplicacion sería el de dos planos paralelos cargados con 
densidad superficial o (figura 3.33), que se mueven en la misma dirección pero 
con sentidos opuestos (o cargados con densidades opuestas que se mueven en 
la misma dirección y con igual sentido). En ese caso, tendríamos un solenoide 
rectangular (de seccion infinitamente estirada), con 


g = ov y B = moov 
Obsérvese que un solenoide infinito es el equivalente magnético de un capacitor 
plano infinito, lo cual queda plasmado en las ecuaciones 
o 


B = po ov y BPs 
E0 
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3.7. Trabajo de las fuerzas sobre un sistema de corrientes en un campo 
magnético 


Nos corresponde ahora estudiar el balance energético de corrientes esta- 
cionarias en campos magnéticos. Para ello es necesario, como primer punto, 
encontrar la expresion del trabajo de las fuerzas que actúan sobre una espira 
cuando esta se mueve en un campo magnético estático exterior manteniéndose 
la corriente / constante por medio de fem apropiada. Consideremos un elemen- 
to ôl de la espira, el cual se desplaza una cantidad dr. Consideraremos a la 
espira rígida y, por comodidad, plana (figura 3.34). 


S, 


Figura 3.34 Espira que se desplaza en ôr, mostrando tres superficies: S final de la espira en su estado 
final, la franja AS barrida por la espira con un elemento de área ôS, y S nicia] de la espira 
en su posicion inicial. Las tres forman una superficie cerrada. Notar las diferentes normales. 


inicial 


La fuerza magnética sobre la porción 0£ será, de acuerdo a la (3.6), 
ôf =I0l x B 


y su trabajo durante el desplazamiento ôr de la espira (que no es el de las 
partículas cargadas responsables de la corriente-ver p'agina 219-sino el del 
conductor por evitar que curven su trayectoria), 


ôw = ôf -dr =1(6l x B) -ôr =-—IB- (0 x ôr) 


En estas relaciones el sentido del elemento de circuito ôl &t'a dado por 
la direccion de la corriente. Por otra parte, ya hemos visto que 0£ x ôr = 
ôS es el elemento de “area barrido por ó£ en su desplazamiento. Obsérvese 
cuidadosamente en la figura 3.34 cómo el sentido del vector elemento de área y 
el de la normal exterior a la franja engendrada por el movimiento coinciden en 
este caso. Si invertimos la corriente en la espira, los sentidos de estos vectores 
se invierten. Lo mismo pasa si, para la direccion de / de la figura, se invierte 
el desplazamiento ôr: el elemento de área ôl x ðr pasa a apuntar hacia adentro. 
Por lo tanto podemos escribir 


ðw = —IB - ôS = —I(B -ñs)óS (3.28) 
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La normal ñs (y con ella, el signo de ðw) se invierte cuando la corriente o 
el sentido del desplazamiento se invierten. 


Si ahora integramos la (3.28) a lo largo de la espira, vemos que aparece el 
flujo del campo magnético a través de la franja A®franja = esta B-.dS, pero 
para el cual el elemento de área ôS siempre debe estar dirigido hacia el exterior 
de la superficie cerrada. Esto, en efecto, ocurre en el caso en la figura 3.34. Por 
lo tanto, el trabajo total de las fuerzas sobre la espira en su desplazamiento es 


Aw = — Í A Prranja 


Consideremos ahora toda la superficie cerrada que se muestra en la figura 
3.34. Comprende la superficie AS de la franja, y las dos superficies Sinicial 
y Sfinal subtendidas por la espira en su posicion inicial y su posicion final, 
respectivamente. El flujo total del vector B debe ser cero (ver ecuación (3.14)), 
así que AỌfranja = —(Dinicial + Pinal). Y aquí viene, lamentablemente, el punto 
que puede causar confusion: los flujos $ en esta relaci“on deben ser tomados 
con la normal exterior (por definición de flujo total a través de una superficie 
cerrada). Pero los queremos convertir en expresiones de flujos a través de 
espiras en que la normal es regida por la regla del tirabuz“on ligada al sentido 
real de la corriente. Observando la figura 3.34, el flujo a través de la espira en 
su posicion inicial, que llamaremos Pesp inicial, es el flujo con normal exterior 
DPinicial cambiado de signo: Desp inicial = —Pinicial. Para la espira en su posicion 
final, la normal exterior y la normal por tirabuzón coinciden, y esp final = Pfinal. 
Llamando A%espira al cambio de flujo a través de la espira en su desplazamiento, 
tendremos 


A Dóspira = Desp final — Dosp inicial — Dinicial + Pinal = —ADrranja 
por ende, 


Aw = —I AO franja ==, TAP espira (3.29) 


En esta relacion / siempre se toma positiva. En cambio, es la variacion de 
flujo A%espira la que invierte su signo si el sentido de la corriente se invierte. 
Nótese que el trabajo mecánico (3.29) es trabajo realizado o entregado durante 
su desplazamiento en el campo magnético. 


En Oinicial y final estía comprendido el flujo del campo propio de la espira 
en cuestion. Si esta no se deforma y la I no cambia, la contribucion es la 
misma en ambos, y APespira representa la variación del flujo del campo exterior, 
exclusivamente. Bajo estas condiciones, la relacion (3.29) puede ser utilizada 
para calcular la resultante y el momento resultante de un sistema de fuerzas 
que actúa sobre una o varias espiras rígidas cualesquiera. 
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Figura 3.35 Espira rígida que se desplaza sin rotar. 


Efectivamente, recordemos que para un cuerpo rígido sujeto a fuerzas que se 
desplaza en Ag sin rotar (figura 3.35), el trabajo de las fuerzas Aw es igual 
al trabajo de la resultante 


Aw = R. Az = RiAz 


donde Rz es la proyección de la resultante sobre la dirección del desplazamiento 
Ax, por lo tanto, 


Aw A® 


A 


(3.30) 


aquí Ağ es la variación del flujo magnético a través de la espira (con su signo 
fijado por la regla del tirabuzón), cuando esta se traslada en la dirección dada 
en un valor pequeño Az. 


Como ejemplo de esto último, consideremos un solenoide de sección rectan- 
gular S como el que se muestra en la figura 3.36. 


TA 


Figura 3.36  Solenoide de secci“on rectangular S' con una espira removible. 
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Supongamos que una de las espiras es desplazable en la dirección vertical Y. Si 

2 . H š E a 2 o 
es recorrida por una corriente T, el flujo del campo para una posición genérica 
x será 


Flujo = B - Área con campo = B (S — ax), 
donde a es el ancho de la espira, por lo que queda 


AO 
a 
Az Ñ 


La fuerza sobre la espira m'ovil en la direccion de E sería, de acuerdo a la 
(3.27) 


fe =—Bal' 


y usando (3.25), tenemos: 


fe =—ponalT 


Obsérvese que f. es constante y dirigida hacia abajo: la espira es atraída ha- 
cia el solenoide. Si esta espira móvil (figura 3.36) es recorrida por una corriente 
inversa, su normal es opuesta a B, por lo tanto $ < 0 y 


$ =-—B(S- ax) 


así que se tiene 


A9 i 
fe = — = +Ba = +uonal I 
Ax 


la fuerza tiene el sentido de las x, y la espira es repelida por el solenoide. 


Como de la (3.30) hemos deducido la resultante sobre una espira rígida, 
también es posible utilizarla para deducir el momento resultante. Considere- 
mos un cuerpo rígido que puede rotar alrededor del eje AB (figura 3.37). En 
Mecanica Elemental se demuestra que el trabajo de las fuerzas actuantes en 
una rotacion infinitesimal Aa vale 


Aw = MaAa 


donde Ma es la proyeccion del momento resultante sobre el eje de rotaci'on. 
Recuérdese que el sentido positivo sobre el eje es aquel en el que avanza un 
tirabuzón que gira como Aa. 
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Figura 3.37 Cuerpo rígido que puede rotar alrededor del eje AB. 


Por lo tanto, para una espira rígida que puede rotar alrededor de un eje fijo, 
la proyección del momento de las fuerzas magnéticas sobre ese eje vale 


3.31 
Ao Aa ) 


en la que Ad es la variación del flujo del campo magnético a través de la espira 
(con su signo fijado por la regla del tirabuzón), cuando esta gira alrededor del 
eje en un ángulo pequeño Aa. 

Como ejemplo de esto último, consideremos una espira de “area S por la 


que circula una corriente T'en un campo magnético de un solenoide que puede 
girar alrededor de un eje horizontal PQ (figura 3.38). 


.* 


= 


Q+ 


Figura 3.38 Espira I'en el campo magnético de un solenoide, que puede girar alrededor de un eje 
horizontal PQ. 


Sea a el ángulo que forma la normal con la horizontal. En este caso, el sentido 


positivo del eje PQ va hacia adelante. El flujo del vector B a través de la espira 
en una posición cualquiera será 


= B.S = BS cosa 
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y el momento de las fuerzas magnéticas según el eje PQ será, de acuerdo a la 
(3.31) 

A0d 

Ma = I— =-—IBS sena = —Bmsena 

Ao 
con m = IS momento magnético de la espira. Esto quiere decir que para 0 < 
a < 1/2, el momento está dirigido hacia atrás, o sea de Q a P. Reemplazando 
el valor de B por la (3.25) 


Ma = —uon IT'S sen a 


Obsérvese que el momento resultante es tal que hace que la espira se colo- 
que verticalmente, en el mismo sentido que las espiras del solenoide. En otras 
palabras, una espira en un campo uniforme siempre tiende a orientar su mo- 
mento magnético paralelamente y en el mismo sentido que el campo. Obsérvese 
también que el momento es proporcional al producto IT. Si examinamos cui- 
dadosamente la figura 3.38 y el desarrollo anterior, vemos que la / determina 
el sentido de B en el solenoide, y la 1'el de la normal a la espira m'ovil. 


Consideremos ahora el instrumento rudimentario de la figura 3.39. Equili- 
brando la cupla con una fuerza mecanica (resorte), y haciendo circular por la 
espira m'ovil la misma corriente que por el solenoide, la posicion de equilibrio 
sería una funcion de I°, o sea, independiente del sentido de la corriente. Por 
ello, un instrumento de esta naturaleza es utilizable en corriente alterna donde 
I = Dosen wt, ¡por no intervenir el sentido de 7! (En alterna, el valor medio de 
la cupla es proporcional a (1%) = I6 (sen? wt) = I6 /2). 


T? 


Figura 3.39 Instrumento rudimentario para medir la cupla utilizando un resorte. 


Si en lugar de la conexi'on de la figura 3.39 disponemos el instrumento en 
la forma de la figura 3.40, obtenemos el equivalente de un divisor de tensi'on 
(figura 3.41). 
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fuen te B carga 


Figura 3.40 Instrumento rudimentario con una conexion diferente. 


Y la cupla sobre la bobinita será proporcional al producto IIs, donde 


VAB . ; . ; 
Is = independientemente de la resistencia de carga Ro 
Y 


Ip = lc + Is = lo (Ha) pues RyIs = Rolo 
Y 


fuente I; 


carga 


Figura 3.41 Circuito correspondiente a un divisor de tensión. Ry representa la resistencia de las bobinas 
y Ry la resistencia de la bobinita movil. 


O sea, la cupla (indicacion de la aguja del instrumento) sería proporcional al 
producto AVaBlc = Pc, que representa la potencia entregada a la resistencia 
de carga. Pero el factor de proporcionalidad contiene a la resistencia de carga 
en la forma 1+ (Rc/Ry). Si Ry > Ro, ese factor tiende a la unidad y se hace 
independiente de la carga. Si además Rx < Rc, el intercalado del instrumento 
entre fuente y carga no modificará prácticamente la corriente de carga. Por lo 
tanto, un instrumento en esas condiciones constituye un wattímetro (medidor 
de potencia entregada en una carga). Nótese que lo importante es que la lectura 
del wattímetro sea independiente de la carga (Ry > Ra), y que el intercalado 
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del wattímetro no modifique la transferencia de potencia original (Rx < Ro). 
En estas condiciones, el instrumento también sirve para medir potencia en 
corriente alterna. 


3.8. Inducción electromagnética 


El trabajo de las fuerzas mec“anicas para traer desde el infinito (Po = 0) 
una espira rígida por la que circula una corriente constante es 


Um = Wo = IDoxt (3.32) 


en la que ext es el flujo del campo externo a través de la espira. La cantidad 
Um tiene cierto parecido con una energía potencial. Pero obsérvese que las 
ecuaciones (3.30) y (3.31) se traducen en 


oUm oUm 


Aquí se ve claro que la (3.32) no pue- 
de ser aceptada como energía potencial 
o energía total magnética. Si fuera así, 
las fuerzas sobre las espiras deberían es- 
tar dadas por — Im, para que un trabajo 
positivo de estas fuerzas resulte en una 
disminuci “on de la energía potencial. En 
particular, la (3.32), junto con las (3.30) 
y (3.31) muestran que las posiciones de 
equilibrio estable de una espira ocurren 
para valores máximos de Um —una espira 
siempre se movería bajo la accion de las 
fuerzas magnéticas en el sentido de au- 
mentar Um- o sea, claramente, Um no tiene la jerarquía de energía potencial. 
Comp “arese esta situacion con el caso de la energía electrost “atica total de un 
sistema de conductores a potenciales fijos mantenidos por baterías (1.102). Allí 
vimos que mantener esos conductores a potencial constante requería del sumi- 
nistro de energía extra, provista por fem exteriores al sistema (ver página 95). 
En el presente caso tenemos una espira cuya corriente se mantiene constante. 
Obviamente, para lograr esto último, ¡también debe haber alguna fuente de 
energía escondida que contribuya al balance totall 

Para resolver esta cuestion, volvamos a nuestro ejemplo del solenoide de 
seccion cuadrada (figura 3.36). Consideremos la espira m'ovil, deslizable en el 
eje x, supongamos el circuito de esa espira abierto en AB (no hay corriente), y 
movamos la espira hacia arriba con velocidad vo (figura 3.42). 


Figura 3.42 Espira que se mueve con velocidad 
vo en un campo uniforme B. 


3.8. INDUCCIÓN ELECTROMAGNÉTICA 249 


Analicemos en detalle qué les pasa a los electrones libres en el trozo de 
conductor PQ que se desplaza verticalmente. Sobre cada electr“on, que visto 
desde afuera se mueve con el conductor hacia arriba con velocidad vo, actuará 
una fuerza 


f.= —Jelvo x B 


Como el campo B es perpendicular al papel y dirigido hacia el lector, y esta- 
mos trabajando con cargas negativas, la fuerza tiene sentido hacia la izquierda 
(figura 3.43). 


Figura 3.43 Fuerza de Lorentz sobre un electr“on libre en la espira; campo EQ de polarizaci“on inducida. 


Por lo tanto, los electrones iniciarán un movimiento hacia la izquierda y apare- 
cría un campo eléctrico Eo debido a su acumulacion en el extremo izquierdo 
(y de cargas positivas en el derecho). Cuando ese campo sea suficientemente 
intenso y su acción —|e| Eo equilibre la fuerza fe, cesará el desplazamiento de 
los electrones. 


La condici“on para que esto suceda es entonces 
—lelvo x B — |e] Eo = 0 


O sea, 
Eo = =Up X B 


La diferencia de potencial que se habría establecido por la accion de un 
campo entre dos secciones vecinas del conductor en movimiento separadas por 


ôl será 
ðE = — Eo - ôL = (vo x B) -ôL (3.33) 


La diferencia de potencial entre P y Q (y entre A y B) de la figura 3.42 
será entonces: 


P 
E= AVas=Vs -Va =- | Eo - dl = vo Ba 
Q 


Esto significa que, cuando la espira se traslada, los puntos A y B se compor- 
tan como los bornes de una pila polarizada. Efectivamente, la fuerza que mueve 
a los electrones en este caso es una fuerza no-electrostática, que al igual que la 
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fuerza no-eléctrica en una pila química, puede desplazar cargas en contra de un 
campo eléctrico (campo de polarización en este caso). En general, la diferencia 
de potencial entre dos puntos A y B de un circuito abierto cuyos puntos se 
mueven con velocidad vo en un campo magnético (figura 3.42) es 


e= f (xB) d (3.34) 


Esta expresion tiene todas las caracter ísticas de una fuerza electromotriz 
y se la llama fem inducida. A modo de ejemplo: para un conductor de 1m de 
longitud que se mueve transversalmente a razon de ems l en un campo de 
1 T, la fem inducida entre los extremos será: € = 107°m/s -1m - 1 T = 107° V 
= w mV. 


Si ahora conectamos los puntos A y B para obtener una espira cerrada, la 
integral (3.34) se puede convertir, teniendo en cuenta que la velocidad vo de 
cada punto de la espira es vo = dr/dt ( ver figura 3.42) en 


E f A PB B- (r xd} = E (3.35) 


Ojo con los sentidos y signos en esta última relacion: una vez elegido 
un sentido (arbitrario) sobre la espira, la circulaci“on $ debe tomarse en ese 
sentido, que a su vez representa el sentido de giro del tirabuz'on a usar en la 
determinación del signo del flujo $. El signo de la fem inducida saldrá referido 
al sentido elegido. 

Obsérvese ahora el hecho notable de que en las (3.33), (3.34) y (3.35) no 
aparecen las cargas libres del conductor en sí, ni ninguna propiedad material 
del mismo. La fem inducida es totalmente independiente del conductor. En 
particular, la expresión (3.35) parece ser válida para cualquier circuito cerrado, 
¡material o no! Esto es extremadamente sospechoso: es un presagio de que el 
campo eléctrico Eo debe aparecer ¡haya o no un conductor presente! 


Examinemos esto último de cerca. Recordemos que la ecuacion (3.35) fue 
deducida a partir de la accion de la fuerza magnética sobre las cargas en un 
conductor, pero que, como ya hemos hecho notar, el resultado es independiente 
de las propiedades mismas del conductor. En esta relación, la variación del flujo 
dd / dt se debe exclusivamente al movimiento de la espira. ¿Qué pasa ahora 
si el flujo varía sin que la espira se mueva? Este es el caso de la espira a de 
la figura 3.44, que se encuentra en reposo respecto del campo magnético de la 
espira b, cuya corriente / varía en el tiempo. En ese caso, el flujo magnético a 
través de la espira a varía en el tiempo y d0/dt # 0. ¿Habría fem inducida? 
La espira a no puede saber que el flujo magnético a través de ella misma varía 
por efecto de su desplazamiento, ¡o por efecto de una variacion del campo en 
el tiempo! Acá hay gato encerrado. 


3.8. INDUCCIÓN ELECTROMAGNÉTICA 251 


b 


I variable 


Figura 3.44 Espira a en resposo respecto del Figura 3.45 Observador contemplando una espi- 
campo magnético generado por la ra (fija respecto de él) desde un sis- 
espira b de corriente variable. tema inercial. 


Apliquemos razonamientos de mecánica basados en el Principio de Relativi- 
dad.” En vez de un gato, sea un observador encerrado en un recinto (sistema 
inercial), que contempla la espira fija respecto de él (figura 3.45). 


En particular, el observador estía interesado en la diferencia de potencial 
entre los puntos muy pr“oximos P y Q. Supongamos adem'as que comprueba 
la existencia de un campo magnético exterior, y que el flujo de ese campo 
magnético a través de la espira está variando en el tiempo. Para este observador 
pueden estar sucediendo dos cosas: 


1. Que él se esté desplazando respecto de un campo magnético exterior 
inhomogéneo, pero constante en el tiempo (figura 3.46). 


2. Que él esté en reposo respecto de un campo exterior, pero que este campo 
esté variando en el tiempo (figura 3.47). 


Ivariable 


caso Á caso B 
Ero=- dý 3 do #0 
"id dt 
movimiento 
R=cte R variable 
Figura 3.46 Observador que se desplaza respec- Figura 3.47 Observador en reposo en presencia 
to de un campo magnético exterior de un campo que var ía en el tiempo. 
inhomogéneo. 


19 Mec anica Elemental, sección 3.j. 
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De acuerdo al Principio de Relatividad, para el observador sería imposible 
distinguir entre estos dos casos mediante experiencias hechas en el interior 
del recinto (recuérdese que mirar por una ventana no vale, pues implicaría 
interacción entre los dos sistemas). Pero de acuerdo a la (3.35), para el caso 1 
el observador deberá detectar una diferencia de potencial entre A y B: EAB = 
— d9 / dt. Entonces, para no violar el Principio de Relatividad, esta diferencia de 
potencial debe aparecer también en el caso 2. En otras palabras, la fem inducida 
€ina debe aparecer cuando varía el flujo magnético a través de una espira, 
independientemente de si esta variacion se debe al movimiento de la espira, o 
a la variaci“on temporal del campo magnético. Esto es la Ley de Faraday -su 
comprobación experimental significa la comprobación experimental de la validez 
del Principio de Relatividad para fen“omenos electromagnéticos—. O viceversa: 
aceptando ese principio como postulado fundamental en electromagnetismo, se 
deduce la Ley de Faraday. De esta manera, podemos escribir 


dd 
Eind = Er (3.36) 


dd / dt es ahora la variación del flujo del campo magnético a través de la espira, 
independientemente de su causa. Obsérvese bien el signo de Ena: fijado un 
sentido de recorrido sobre la espira, quedara definido el signo del flujo por la 
regla del tirabuzón. Fijado el signo de ®, quedará determinado el de dd / dt, y 
con ello el de Eina. Si el signo de Eina es positivo, la fem (y con ella, la corriente 
inducida) tendrá el mismo sentido que el que se había prefijado como recorrido 
por la espira. 

La relacion (3.36) tiene implica- 
ciones fundamentales que van mucho 
más allá de su utilidad práctica. Para 
eso, volvamos a nuestro ejemplo de la 
espira que sale del solenoide a veloci- 
dad vo. Para un observador solidario a 
la espira (figura 3.48) no puede haber 
fuerza magnética de Lorentz sobre los 
electrones, pues para él los electrones 
están inicialmente en reposo. Sin em- 
bargo, por la Ley de Faraday, obser- 
va que una fuerza los desplaza hacia f=? 
la izquierda causando la diferencia de 
potencial inducida. ¿A qué tipo de in- Fisura 3.48 Observador solidario a Ia espira que ve 
teracci“on puede atribuir la accion de l 
esa fuerza? 


Como en la fem inducida no aparecen en absoluto las caracter ísticas del me- 
dio conductor, el observador no puede responsabilizar a ese medio del fenómeno 
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de inducción. Para él, todo sucede como si la fuerza que impulsa a los electrones 
proviniera de un campo eléctrico Fina, de manera tal que a lo largo de la espira 
se cumple que 


f Era : de = Eind 


: 5 d 
es decir, para ese observador debe valer la relación (3.36), esto es €ind = -F - 


Aquí la variación temporal de $ es debida a la variación temporal del campo 
magnético vista desde la espira, cualquiera sea su causa. Por el hecho de no 
aparecer el conductor en sí en la expresion de la fem inducida, el observador 
s'do puede interpretar lo que ve como la accion de un campo eléctrico (es 
decir, una fuerza sobre una carga eléctrica), inducido en cualquier parte en 
que haya un campo magnético variable. Ese campo eléctrico, siempre definido 
como fuerza por unidad de carga puntual, tiene caracter ísticas esencialmente 
diferentes a un campo electrostático: no es conservativo, por cuanto no cumple 
con la propiedad integral (1.47). 

Todo esto requiere una comprobación experimental directa: los aceleradores 
de electrones que utilizan un campo eléctrico inducido por un campo magnético 
variable (betatrones) constituyen una prueba elocuente. Mæ aún, se puede 
afirmar que aceleración por campos eléctricos inducidos por campos magnéticos 
variables es el mecanismo de aceleracion por excelencia en el Universo entero, 
responsable de una variedad de fenómenos fundamentales tales como el aumento 
de energía de partículas en los anillos de Van Allen y en las fulguraciones solares, 
y la generación de rayos cósmicos ultra energéticos en el entorno magnético de 
agujeros negros. 


Estía claro que en realidad, hace rato que hemos abandonado la magne- 
tostática. Pero ya habíamos advertido al principio del capítulo que magnetismo, 
por definición, se refiere a la interacción de cargas en movimiento. Es sólo bajo 
condiciones macroscópicas especiales que logramos obtener corrientes eléctricas 
continuas y estacionarias con campos magnéticos que son constantes en el tiem- 
po. Por lo dicho en el p'arrafo precedente, la Ley de Faraday (3.36) demanda 
una enmienda a una de las propiedades integrales del campo eléctrico (1.47) 


o 
E dl = —— 1 B.dS 
c ot Js 
en la que la superficie S se apoya sobre la curva C de la circulacion. Esto 
autom “aticamente también lleva a una enmienda de la relacion equivalente 
diferencial (1.54), que ahora es 
OB 


esta forma parte de las ecuaciones de Maxwell “genuinas”, es decir, las que son 
válidas en general en la electro dinámica. 
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3.9. El principio del generador de corriente 


Si ahora dejamos refluir las car- 
gas conectando un conductor entre los B=0 R 
bornes AB del circuito m'ovil abierto 
(figura 3.49), se establece una corrien- 


te como en el caso de la pila. Esta co- A B 
rriente se llama corriente inducida. El 
mecanismo es exactamente el mismo 
que el de una pila, lo único que difiere P Vo Q 
es la fem que impulsa a los electrones — : + 
libres del conductor, que en este caso 
es una fuerza del tipo de Lorentz (3.1). © B*0 


Observemos que es esencial que el con- 

ductor de resistencia R que cierra los Figura 3.49 Corriente inducida en un circuito rígido que 
y se mueve en un campo magnético. 

bornes AB esté fuera del campo del 

solenoide, o por lo menos en una zona 

de campo diferente. Si ello no sucediera (figura 3.50), la fem inducida en R 

sería igual a la inducida en la porción PQ, y no habría circulación de corriente. 


È 


A B 


Figura 3.50 Conductor que no está fuera del campo del soleniode. 


La integral (3.34) alrededor del circuito cerrado sería 


Q A 
Esc = P (w x B) -de= | (vox B)-de+ | (vo x B)- dl 
P 


B 
tota, = vo Ba — voBa = 0 


En otras palabras, para que haya corriente inducida en un circuito cerrado 
que se mueve (sin deformarse) en un campo magnético, es necesario que el 
campo magnético sea diferente en distintas porciones del circuito, de modo tal 
que Étotal Æ O. 
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al 


La corriente inducida en el circuito de la figura 3.49 estaría dada por una 
expresión del tipo 
i Etotal 


= R+r 


I 


en la que 
E $ DADO (3.38) 


y r es la resistencia del conductor en la seccion APQB. 


Obsérvese bien el signo de € (y con ello, el sentido de T). Si recorremos el 
circuito en un dado sentido fijado arbitrariamente de antemano, la fem inducida 
(3.33) entre dos puntos vecinos sería positiva si en ese lugar la proyecci“on del 
vector vo x B sobre d£ tiene el mismo sentido que d£ (producto escalar positivo). 
Si invertimos el movimiento (o sea vo), se invierte la fem y la corriente inducida. 

Si hay una corriente inducida, necesariamente debe haber una potencia 
disipada en forma de calor, de valor 


E? 


Polec = EI = 


R+r 


¿De dónde sale esa potencia? ¿Quién 
la provee? Lo que pasa es que para 
desplazar la espira en esas condiciones 
hay que realizar trabajo. Efectivamen- 
te, al circular una corriente por PQ, 
que eta dentro del campo magnéti- 
co, actuaría sobre la porcion PQ una 
fuerza f = la x B. Esta fuerza tie- 
ne la direccion y el sentido mostrado 
en la figura 3.51, o sea, es opuesta a 
vo. Invirtiendo el movimiento, se in- 
vierte la corriente inducida y la fuerza 
magnética vuelve a ser opuesta a vo. 
Por lo tanto, en general, la corriente 
inducida es tal que la fuerza magnéti- _ : i 

x . Figura 3.51 Fuerza que actúa sobre la espira como con- 
ca correspondiente se opone al movi- secuencia de la corriente inducida. 
miento de la espira. Esta es la Ley 
de Lenz -muy útil, ¡porque en muchas situaciones permite evitar lío con los 
sentidos de las normales y los sentidos de recorrido! 


Para mantener la espira en movimiento, es necesario equilibrar la fuerza 
magnética f con una fuerza de origen mec“anico, que tenga la direccion y el 
sentido de vo. Esa fuerza mecánica entrega por lo tanto una potencia 


Pa f-vo= fuo = Ia Bvo 
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Pero según lo visto antes, aBvy = €, fem inducida, por lo tanto 
Pmec = IE = Palec 


es decir, la energía eléctrica disipada por la corriente inducida en forma de calor 
es provista por el trabajo de las fuerzas mec “anicas que es necesario agregar 
para equilibrar las fuerzas magnéticas. Este es el principio del generador de 
corriente eléctrica, que convierte trabajo mecanico en energía eléctrica. 

Vamos a hallar ahora una expresion m/s conveniente para la (3.38) para 
la fem inducida. Volvamos primero a nuestro ejemplo (figura 3.49). Habíamos 
visto que € = voBa. Observamos que, al ser vo = dx/ dt, y teniendo en cuenta 
que 


$ =B(S-—axzx) 
tenemos dö d 
= — Ba - 
dt dt 
es decir, r 
Etotal = Bas, 


En otras palabras, la condici“on para que haya fem inducida en un circuito 
cerrado que se mueve en un campo magnético es que en este movimiento haya 
una variación del flujo magnético a través de la espira. 

Veamos el balance de energía en este ejemplo. Habíamos visto, para un caso 
particular, que la potencia disipada en la forma de calor por la corriente inducida 
es provista por el trabajo de fuerzas mec “anicas necesarias para equilibrar las 
fuerzas magnéticas que aparecen sobre esa corriente durante el desplazamiento. 
Vamos a mostrar que esto vale en el caso general. 

Efectivamente, sobre una espira que se desplaza en un campo magnético 
por la que circula una corriente inducida, actuaría un sistema de fuerzas cuyo 
trabajo en un intervalo de tiempo dt (en el cual el flujo varió 90) de acuerdo a 
la (3.28) es 

ôw = 109 


además, la potencia entregada por la fem inducida es P = IE, y el trabajo en 
el tiempo ôt es Pôt = IE ôt, pero de acuerdo a la (3.36), tenemos 


IES = —1(00 /6t)6t = —156 


por lo tanto, la suma de los trabajos en cuestion será 


Pót + ðw = —fó0+ 1068 = 0 
trabajo entregado por la trabajo de las fuerzas 
fem inducida y disipado sobre la espira 


en forma de calor 
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Como Pót siempre es positivo, el trabajo de las fuerzas sobre la espira será 
negativo ów < 0. En otras palabras, las fuerzas magnéticas siempre son tales 
que se oponen al movimiento de la espira. Esto quiere decir que el trabajo de 
las fuerzas mecanicas necesarias para equilibrar a las magnéticas (y permitir 
así el movimiento) siempre es positivo. 

En resumen, es el trabajo de fuerzas mecánicas el que se convierte en trabajo 
eléctrico. Nuevamente, este es el principio del generador de corriente. En este 
sistema, fuerzas mecánicas mantienen en movimiento un circuito cerrado dentro 
de un campo magnético. En ese circuito se genera una corriente inducida. La 
energía necesaria es provista por las fuerzas mecanicas aplicadas. El circuito 
equivalente es el de la figura 3.52. 


fuente carga 


R L B 


trabajo energía 
mecánico eléctrica 


Figura 3.52 Circuito equivalente de un genera- Figura 3.53 Bobina que gira dentro de un so- 
dor de corriente. lenoide con velocidad angular cons- 
tante w. 


Un generador prototipo está constituido por una bobina que gira dentro de 
un solenoide con velocidad angular constante w (figura 3.53). La fem inducida 
será, de acuerdo a la (3.36) 


ES -£ (BS coswt) =wBS sen wt 


Cerrando el circuito con una resistencia entre P y Q, tendremos 


E wBS 


q = —— = —— sen wt 
r+R r+R 


donde r es la resistencia interna de la espira. Esta es una corriente alterna. Si 
en lugar de una espira hay una bobina de N vueltas, en lugar de S debemos 
utilizar NS. 


Para mantener la espira girando es necesario accionarla mediante una cupla 
exterior mecánica (por ejemplo una manivela o un motor Diesel) para equilibrar 
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las fuerzas magnéticas, o sea, según lo visto en la ecuación (3.31) 


B? 2 
Ma = IBS sen wt = = sen’wt 
su valor medio es 
(Ma) wB’ S? (senta) 1wB?s? 
=> sen wt) == 
r+ R 2r+R 
y la potencia media correspondiente 
1w?’ BS? 
(P) = (Ma) w = 5 
2 FER 
que resulta igual a la potencia media eléctrica 
2202 2 p2 02 
w B'S 2 1a B S 
Paec) = U a S E a ar 
(Palec) E) TER (sen“ wt) FR 


3.10. El principio del motor eléctrico 


Nos corresponde ahora analizar el caso de un circuito con corriente alimen- 
tada por una pila, o en general, por una fem externa, que se mueve en un campo 
magnético. Consideremos nuevamente nuestro ejemplo de la espira rectangular 
en la situación de la figura 3.54. 


oB Í 


Figura 3.54 Circuito alimentado por una fem externa que se mueve en un campo magnético. 


Sobre la parte PQ del circuito actuará una fuerza 


F=laxB 
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indicada en la figura 3.54. Equilibrando esa fuerza con una mec'”anica, y des- 
plazando la espira con una velocidad vo en el mismo sentido que la fuerza 
magnética, o sea hacia abajo, el sistema entrega trabajo mec“anico (el trabajo 
de la fuerza mecánica es negativo, y el de la fuerza sobre la parte PQ positivo). 
La potencia entregada al sistema mecanico está dada por 


Pinec = f- v= fuo = Ia Bvo 


¿De dónde sale la potencia? ¿Quién la provee? Lo que sucede es que, al despla- 
zarse la espira, aparece una fem inducida. Es fácil darse cuenta según lo visto 
antes (ecuaciones (3.33)-(3.38)), que esa fem inducida es tal que se opone a la 
corriente / inicial. En otras palabras, para mantener la corriente / constante 
durante el desplazamiento de la espira es necesario equilibrar a la fem inducida 
con una fem externa adicional Eaa. 


antes del durante el 
movimiento movimiento 


E adicional =- € ind 


Calor 
Tr 


Es =D 
ôt 


Figura 3.55 Circuito donde se representa una forma de entregar la potencia eléctrica adicional necesaria 
para equilibrar la fem inducida. 


Esta fem es opuesta a la corriente, si la espira se desplaza en el sentido de las 
fuerzas magnéticas. La potencia eléctrica Plec adicional que se debe entregar 
para equilibrar la fem inducida (figura 3.55) será, en valor absoluto: 


Polec = Eaa I = Eina I 
En este caso, teniendo en cuenta el sentido del movimiento, 
Ena = —a Bvo 


entonces, 
Paec = Ia Bvo 


por lo tanto, 


Paec = mec 
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La energía mecanica entregada por el sistema es provista por la energía 
eléctrica de la fem externa adicional que es necesario agregar para mantener 
la corriente inicial constante (para contrarrestar la acción de la fem inducida). 
Este es el principio del motor eléctrico. 

Si en lugar de agregar una fem externa para mantener / constante, mantene- 
mos la fem externa original, la corriente / disminuirá durante el desplazamiento 
por efecto de la fem inducida, siempre y cuando el desplazamiento sea en el 
sentido de las fuerzas magnéticas. Por eso, la fem inducida se llama en este caso 
fuerza contraelectromotriz. Podemos interpretar esto diciendo que la fuerza 
contraelectromotriz causa una corriente inducida opuesta a la inicial. Por ello, 
un motor siempre trabaja a la vez de generador. 

La potencia entregada por la fem exterior es ahora 


Pext = EI 
en la que 
E— |Einal 
I = — 
R 


donde pusimos —|€ina| para resaltar el car'acter negativo de Eina. Esta última 
expresión la podemos escribir de la forma 


ESE 
donde Jina = |€ina| /R es la contribucion de la fem inducida. Es decir 


E (E — |En 
Pes = EE ea) (3.39) 
parte de esta potencia se disipa en la resistencia en forma de calor por efecto 
Joule 5 
(E = Eina) 
R 


de esta forma queda una potencia disponible para ser convertida en trabajo 
mecánico 
Eind 


R 


Cuando la espira está en reposo, la potencia entregada por la fem exterior 
Pt = E? /R es mayor que cuando la espira se mueve, ¡pero ella es totalmente 
disipada en la resistencia en forma de calor por efecto Joulel 


Pioule = RI = (3.40) 


(E — Eina) = Eina! (3.41) 


Paisponible = Port = Poule = 


Tal como en el ejemplo del generador, es f'acil demostrar que la potencia 
eléctrica disponible (Eina 7) es igual a la potencia mecánica entregada durante el 
movimiento de la espira. Nuevamente, este es el principio del motor eléctrico. En 
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este sistema, una fuente de energía eléctrica (fem) provee la energía adicional 
que es necesario entregar, además de aquella que se disipa en la resistencia del 
circuito, para mantener la espira en movimiento. Dicha energía adicional se 
convierte en trabajo mecánico. 


Obsérvese nuevamente que la fem inducida en el ejemplo discutido aquí es 
opuesta a la corriente J, cuando la espira se desplaza en el mismo sentido que 
la fuerza magnética f = la x B. Si desplazamos a la espira en sentido opuesto, 
la fem inducida se suma a la fem exterior y el motor trabaja de generador 
puro: convierte trabajo mecánico en trabajo eléctrico (la pesa de la figura 3.54 
baja). 

Ambos ejemplos, el del motor y el del generador elemental, muestran que 
en general, al desplazar una espira rígida con corriente constante en un campo 
magnético externo, el trabajo entregado o recibido por las fuerzas magnéticas 
es igual a la energía entregada o recibida por el mecanismo (pila o resistencia) 
por medio del cual se mantiene constante la corriente. En el desplazamiento 
de una espira a corriente constante, no hay pérdida ni ganancia de energía 
total del sistema. Esto es muy distinto al caso del desplazamiento de una carga 
eléctrica en un campo eléctrico exterior: en ese caso siempre hay una variación 
neta de la energía total del sistema, que debe ser provista (o absorbida) por 
fuerzas exteriores. 


Resumamos los fenomenos de inducci“on. Considerando una espira que se 
desplaza en un campo magnético, de forma tal que varía el flujo Y del campo 
a través de la espira, tendremos 


a. Conductor que inicialmente no tiene corriente (principio del generador 
de corriente): 


1. Se establece una corriente, porque sobre las cargas libres (electrones) 
aparece una fuerza f = —evo x B. Esta fuerza puede impulsar las 
cargas en contra de un campo eléctrico. 


2. Por efecto del desplazamiento de cargas, el conductor se polariza, y 
aparece un campo eléctrico interno de acción contraria a la fuerza f. 
Si el conductor pertenece a un circuito abierto se llega a un estado 
de equilibrio. Aparece una diferencia de potencial entre las puntas 
del conductor (fem inducida). Esa fem es totalmente independiente 
de las propiedades del conductor. 


3. Si se permite refluir a las cargas, cerrando el circuito, aparece una 
corriente. El circuito equivalente es el de una fem total (inducida) 


E =-—dD/dt. 


4. Al haber una corriente, aparece una fuerza sobre el conductor que se 
opone al desplazamiento. Para que ese desplazamiento pueda ocurrir 
es necesario equilibrar esa fuerza con una fuerza mec “anica. Por lo 
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tanto, hay que realizar trabajo mec “anico externo para mantener el 
conductor en movimiento. 


La energía entregada por estas fuerzas mecánicas externas es conver- 
tida en la energía necesaria para mantener a la corriente inducida, y 
finalmente disipada en forma de calor en la resistencia del conductor. 


b. Conductor recorrido por una corriente alimentada por una fuente externa 
(principio del motor eléctrico): 


1. 


Aparece una fuerza f = Il x B sobre cada elemento de corriente. 
Esta fuerza realiza trabajo en el desplazamiento, que puede ser 
convertido en trabajo mecánico, equilibrando a la resultante de estas 
fuerzas magnéticas con fuerzas externas mecánicas. 


Al desplazarse la espira en el campo, aparece una fem inducida: 
€ = —d0d/dt, que trata de modificar adicionalmente la corriente T. 
Para mantener I constante es necesario contrarrestar o equilibrar 
la fem inducida con una fem externa. En particular si el conductor 
se desplaza en el sentido de las fuerzas magnéticas, la fem inducida 
es siempre tal que se opone a la corriente I. Por lo tanto la fem 
externa debe ser aumentada para mantener /. La energía adicional 
entregada por la fem exterior es convertida en el trabajo de las 
fuerzas magnéticas. 


Si en lugar de mantener la corriente constante, aumentando la fem 
externa, se mantiene a esta última invariable, la corriente disminuirá 
por efecto de la fem inducida. En ese caso, s'do una parte de la 
potencia entregada por la fuente externa es disipada como calor por 
efecto Joule en la resistencia. La otra parte es entregada en forma 
de trabajo de las fuerzas magnéticas.” 


Un motor siempre funciona a la vez como generador: la fem inducida 
es responsable de una corriente inducida que, en el caso de una espira 
que se mueve en el mismo sentido que las fuerzas magnéticas, es 
opuesta a la corriente inicial. Si la espira se mueve en direccion 
contraria a las fuerzas magnéticas, el trabajo de estas es negativo, y 
la corriente inducida se suma a la corriente inicial: el motor trabaja 
de generador puro (freno eléctrico en las locomotoras). 


En general, en el desplazamiento de una espira a corriente constante 
no hay variacion neta de la energía total del sistema: el trabajo 
entregado o recibido por las fuerzas magnéticas siempre es igual a 
la energía provista o absorbida por el mecanismo que mantiene la 
corriente / constante. 


20Ver discusión sobre fuerzas magnéticas en la página 219. 
211dem anterior. 
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3.11. Circuitos RL. Circuitos acoplados por inducción 


Consideremos el caso de una espira rígida indeformable en presencia de 
otra (figura 3.56). El valor de la energía magnética Um (3.32) de la espira 1 en 
presencia de la espira 2, será (omitiremos aquí el subíndice m) 


Ur = hd2= h | Bz- dS 
1 


donde ®ı2 es el flujo de campo Bə de la espira 2 a través de la espira 1. 


1 2 


Figura 3.56 Espira rígida indeformable en presencia de otra espira. 


Teniendo en cuenta la (3.15) resulta, para el flujo del campo de la espira 2 a 
través de la espira 1: 


tpe l2 | pee EAE (3.42) 
Ar 1J2 712 


La integral complicada bidimensional sobre una superficie que se apoya en 
la espira 1, y cuyo integrando es otra integral de circulacion a lo largo de la 
espira 2 es una integral geométrica que s'do depende de la forma de las dos 
espiras y de su posicion relativa. En c“alculo vectorial se puede demostrar que 
es posible reducir la integral superficial a otra curvilínea sobre la espira 1, y es 
así que para la parte geométrica de la expresion anterior tenemos 


4r Jilo río Ar fio ra 


Obsérvese en la figura 3.57 el significado de rı2 y la simetría Lı? = La 
de la expresion con respecto a las dos espiras. La (3.43) se llama f'ormula de 
Neumann y define los coeficientes de induccion mutua L21 y Liz, es decir, las 
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constantes de proporcionalidad entre la corriente de una de las dos espiras y el 
flujo que su campo magnético produce en la otra, y viceversa. Estrictamente, 
los coeficientes de induccion resultan positivos o negativos, según los sentidos 
relativos de recorrido de las espiras, pero en general, se los suele indicar con su 
valor absoluto, dejando el signo de Y determinado directamente por la regla 
del tirabuz “on. 


Uy pal, 


Figura 3.57 Espiras 1 y 2 donde se pone en evidencia la interpretación geométrica de rj>. 


En general, dadas dos espiras, 


Di = Li2l> 
Uı = Liybh 
ə = Lad 
U2 = Ladi l2 


si hay muchas espiras, 


C= y lie y  Uj= (Ttan) L; 


kžj KA 


Para espiras rígidas, los Ljk dependen de su posicion mutua, por lo tanto, 
las (3.30) y (3.31) nos dan el sistema de fuerzas magnéticas sobre cada una de 
las espiras 


Lik 
Rzj = y F Iklj 
kj 


OL sr 
Ma, = > ða Lei; 
k#j 


Estas relaciones s'do valen para espiras rígidas, indeformables. ôLjk/ðx y 
OL;jr/0o' representan variaciones de posición y rotación relativa de las espiras 
exclusivamente. 
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Si ahora tenemos una espira C que se deforma, además del flujo exterior a 
través de la superficie S que se apoya en CU, variaría el flujo del campo propio 
Po, el cual vendrá dado por una expresion del tipo 


w= [Boas | |Enp El ase [AE as 
S s | 4T cC r 4r Jste. r 


esta integral también se puede transformar en la forma 


1-4 f2 
AT r 


donde Lo es el coeficiente de autoinducci “on, también se lo denota L11. Véase 
en la figura 3.58 el significado de las variables de integraci on. 


El coeficiente de autoinducci'on liga el flujo C 
propio de una espira (el flujo de su campo propio S 4 


a través de ella) con su corriente 
o =L o @n=LuI (3.44) de 


Las dimensiones de los coeficientes de inducción qï 


son 
Figura 3.58 Significado de las variables 
[D] Wb J g de integraci’ á 
graci ‘on para el cálcu- 
[L] = = = — = = = f- s = henry (H) E 
I AA 


Obsérvese nuevamente que, salvo el factor uo, L es una caracter ística geométri- 
ca. Las inversas de Lik y Lo juegan un papel an“alogo a los coeficientes de 
inducción en electrostática (ver página 75). 

Veamos algunos ejemplos particulares. Analicemos la (3.44) para el caso 
del campo propio de una sola espira (figura 3.59). 


dý 
dt 70 


E variable 


E Pvariable 


Figura 3.59 Campo propio de una sola espira. 
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Al variar la corriente I, aparece una fem inducida, que aquí denominamos fem 
autoinducida 
do dI 


Eind = Pa Lo T (3.45) 


Obsérvese que un aumento de la corriente induce una fem contraria (fuerza 
contraelectromotriz): la corriente inducida Eina /R es opuesta a la corriente de 
fuente externa en aumento. Viceversa: si la corriente externa disminuye, la 
corriente inducida se opone a la disminución de la corriente. Por ello, la Ley de 
Lenz se enuncia frecuentemente en la siguiente forma: la fem inducida es tal 
que su efecto es de oposicion a la variacion (de corriente o de campo) que la 
produjo. Esta regla es útil para determinar el sentido de la fem o de la corriente 
inducida. 


E R 


Figura 3.60 Circuito donde la fem que aparece al circular corriente se opone al crecimiento de esta última. 


Por ello, si tenemos el circuito de la figura 3.60 y cerramos la llave S, co- 
menzaría a circular una corriente. Pero entonces aparece una fem contraria 


Ena = —LdI/dt que impide el crecimiento instantáneo de T. 
T= E + Ema  €-— Ldl/dt 
© R R 
Entonces dI 
L— + RI =€ 
aS 


Esta ecuación diferencial es idéntica a la (2.10) del capítulo de corriente conti- 


nua, por lo tanto, 
E E t— to 
I(t) = R = (5 = 1) exp (-Ga) (3.46) 


Si lo = 0 en to = 0, tenemos 


L 
I(t) = - ( — exp (-2)) donde T= R 
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El valor asint“otico de la corriente una vez alcanzado el régimen estacionario 
(corriente continua) es lx = E/R (ver figura 3.61). Cuanto menor sea 7 (es 
decir menor sea el coeficiente de autoinducci“on L, o mayor la resistencia R), 
más rápidamente se alcanzaría el estado de régimen estacionario. 


[4 
E/R} E E AE EIERS 


- 


t 


Figura 3.61 Forma asint “otica en que aumenta la corriente en un circuito RL. 


Si una vez alcanzado el régimen estacionario abrimos la llave S, la corrien- 
te cesa bruscamente. Entonces d®/dt = LdI/dt es extremadamente grande 
(infinito). Por lo tanto, la fem inducida podrá ser enorme, y con ello lo podrá 
ser la diferencia de potencial en la llave. Esta diferencia de potencial es respon- 
sable de las descargas (chispas) que se observan entre los contactos de la llave 
(corriente de ruptura). Cuando se trata de grandes redes de corriente continua, 
las descargas de ruptura constituyen un grave problema técnico y requieren el 
desarrollo de interruptores especiales. 


Figura 3.62 Representación esquemática de un solenoide. 


Si en lugar de una sola espira tenemos una bobina (solenoide) (figura 3.62), 
podemos calcular el coeficiente L de una manera muy sencilla. Como de acuerdo 
a la ecuación (3.25): B = onI, tendremos para una de las N espiras 


P espira = B9 = Ho niIs 
el flujo total a través de las N espiras sería 


iota = nBS = pon NSI 


por lo tanto, 
L = pon NS 
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O, teniendo en cuenta que n = N/£ (£: longitud del solenoide) 


L= o Zy? = oStn? (3.47) 


Obsérvese que L es tanto más grande cuanto mayor sea S, mayor sea £ y mayor 
sea la densidad de espiras n. 


La asociaci“on de una bobina con una resistencia se denomina circuito RL 
y constituye uno de los elementos característicos de un circuito de corriente 
alterna. La bobina se indica con el símbolo L y se llama inductancia. Obsérvese 
que la insercion de una inductancia en un circuito s'do juega un papel si 
dI/dt #0. 
€, inducida 


f variable 


€ R; 


Figura 3.63 Circuitos primario (controlado desde afuera) y secundario (en el que aparece la fem inducida). 


Estudiaremos ahora la asociación de dos solenoides como en la figura 3.63. 
El circuito controlado desde afuera se llama primario, y el circuito en el que 
sólo aparece la fem de inducción se llama circuito secundario. La fem inducida 
en el secundario será, según (3.45), 
dh 
E2 ina = — L21 — 
dt 
El coeficiente de inducción mutua es fácil de calcular. Sean N, nı, 41, S1 y 
Nə, na, l2, S2, las caracter Ísticas de las bobinas en cuestión. El flujo del campo 
del circuito primario a través de una de las espiras secundarias sería 


(espira) 
HD, = uoni lS? 

Este valor sería positivo, si el bobinado del primario y del secundario coin- 
ciden (es decir, estían enrollados con el mismo sentido de giro); si no es así, el 
flujo a través de la espira secundaria será negativo. El flujo a través de las Na 
espiras secundarias es 


Nı No 
lı 


Da = uoni lıS2N2 = poS2 h 
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por lo tanto, 


S 
La = po NN? = poS2lanina (3.48) 
1 


Nuevamente, el coeficiente L21 se debe tomar como negativo si el bobinado 
secundario es contrario al primario. La fem inducida en el secundario sería 
dd, dh S2 dh 
E ind = = L = N N: ES 
a dt aw Pu H 
Respecto del signo, se sobreentiende que se estía recorriendo el circuito 
secundario en el mismo sentido sobre la bobina, que el circuito primario. Al 
efecto de fijar ideas sobre la cuestion de signos, se deben observar los cuatro 
casos de la figura 3.64, verificando cuidadosamente los signos de la fem inducida, 
y observando los signos asignados a los bornes del secundario. 


-o ọ + +e q- 


igual bobinado igual bobinado 
cornente aumenta corriente disminuye 


bobinado contrario bobinado contrario 


corriente aumenta corriente disminuye 


Figura 3.64 Casos posibles de polaridad inducida combinando los dos sentidos relativos de los bobinados 
y la variación temporal de la corriente. 


Consideremos el caso en que el circuito primario estía inicialmente abierto, 
y cerrémoslo en el instante to = 0 (figura 3.65). En ese caso, ya hemos visto 
que (ver ecuacion (3.46)), 


TO) 


donde L11 es el coeficiente de autoinducción de la bobina primaria (3.47). 
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E 
Iı 
€, R 1 
Figura 3.65 Circuito primario abierto con bobina Figura 3.66 fem inducida en el secundario en 
del secundario en gris. funcion del tiempo. 
Entonces: 


dh & R ( t ) 
+ exp 


Lan 
Lii i Lu/R 


Por otra parte, para el secundario 


€2 ind = —L21 — 


|l 

| 
an 

a 

o 

PS 

9 


my) 


El valor m'aximo de €2,ina (figura 3.66) es el que hay al principio (t = 0) y 
vale, en valor absoluto, de acuerdo a las (3.47) y (3.48) 


Lao _ Ho(S2/£1) NiN2.  S2aNa 


= = E 
tie po (91/4) N? ESAS 


|[E2,maa | = 


Si Sı = S2 (bobinado sobre el mismo cilindro) 


mE 
2,max = Na 1 


Si N2 > N1 se puede obtener valores muy grandes de €2 mas. 


Una asociación de dos bobinas como la discutida aquí se llama un transfor- 
mador y tiene gran importancia en corriente alterna. 
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3.12. Energía del campo magnético 


Volvamos a nuestro circuito RL 


de la subsección anterior, donde la co- L 
rriente en un instante genérico t des- 
pués de que se cierra la llave S (figura 
3.67) es 
TS E — |Eind| 
El RS 


Considerando el circuito de la figura 
3.67 con la llave cerrada, tendremos 
lEmal = L dI/ dt (escribimos —|€ind]| 
para resaltar el signo negativo), valdría todo lo explicado en la p'agina 260, 
particularmente las relaciones (3.39), (3.40) y (3.41), reproduciendo esta última 


Figura 3.67 Circuito RL con llave abierta. 


[Eina| (E — |Einal) 
R 

La diferencia es que en este ejemplo no hubo desplazamientos ni trabajo de 

fuerza alguna, por lo tanto, la diferencia dada en (3.49) no puede representar 


potencia convertida en trabajo de fuerzas mec “anicas, tal como sucedía con la 
(3.41). ¿En qué se transforma entonces esta potencia disponible? 


Poxt S Poule = 


Lo que sucede en el ejemplo dado es que estamos creando una corriente, y 
con ella, un campo magnético. La creación de una corriente y el campo magnéti- 
co asociado implican, por lo tanto, la necesidad de proveer energía al sistema 
desde el exterior. En otras palabras, una espira de corriente o un solenoide y su 
campo asociado representan un sistema con energía almacenada, por cuanto fue 
necesario realizar trabajo para establecer ese sistema. Destruyendo el sistema 
(anulando la corriente y el campo magnético asociado), la energía almacenada 
es restituida en otra forma (ver página 88). La energía que es almacenada por 
una corriente cerrada y que fue necesario proveer para crear esa corriente se 
denomina energía magnética de la espira de corriente, puesto que representa 
el trabajo necesario para crear el estado electromagnético del sistema. 

Calculemos ahora la energía magnética del ejemplo anterior. De la (3.49), 
y teniendo en cuenta la (3.36), la potencia que es almacenada en una espira en 
la cual se establece una corriente es 


dI 
|Eina| F 


Por lo tanto, la energía total almacenada al circular la corriente Jo, sería 


dI lo lea 
Um = f Pa dt = par dt = ri Idl= LL (3.50) 
dt 2 


272 CAPÍTULO 3 


Como Llo = Po es el flujo propio de la espira, también podemos escribir la 
energía magnética de una espira o de un solenoide de la siguiente manera: 
1 
Um = z100 (3.51) 
Tracemos ahora una analogía con el caso de un conductor cargado eléctri- 
camente. Para crear la configuracion de cargas y el campo eléctrico asociado 
de un conductor electrizado, también es necesario realizar trabajo. Ese trabajo 
queda almacenado en forma de energía electrostática del conductor, y puede ser 
restituido, destruyendo la configuracion de cargas (descargando el conductor 
cargado). Las relaciones (3.50) y (3.51) pueden compararse con sus equivalentes 
electrostáticas respectivamente 


1 
e = > C y Us = 32V 

Sin embargo, existe una diferencia conceptual notable con el caso elec- 
trostático: para cargar el conductor es necesario traer las cargas desde el infinito 
(potencial cero). El trabajo realizado en ese proceso es el que define la energía 
electrostática del conductor cargado. En el caso magnético, no es necesario traer 
nada del infinito: una corriente se puede crear localmente — basta con poner 
las cargas en movimiento. En electrostatica, en cambio, estía prohibido crear 
una carga neta “partiendo de la nada” debido al principio de conservación de la 
carga (solo se pueden crear pares de partículas o regiones de cargas opuestas). 


Figura 3.68 Espira atravesada por un tubo de líneas de campo. 


Consideremos una espira y un tubo de líneas de campo (que siempre son 
cerradas), como en la figura 3.68. La integral de B a lo largo del tubo valdría 


P B -dl = uoh 


tubo 
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Como en un tubo B || / por definición, podemos poner B -ôl = B &l. En- 
tonces, multiplicando y dividiendo por la sección del tubo ôS y por B, tenemos 


Ss B? 
B e = Bag 


donde ôV es un elemento de volumen del tubo. Pero como BôS se mantiene 
constante a lo largo del tubo (por definicion de tubo) y, en particular, vale 
BoôSo, donde Bo y So son los valores correspondientes en el plano de la espira, 


tenemos que 
1 2 
B. dl = == B"dV = uol 
$ Bo ôSo $ PRR 


tubo tubo 
Entonces, 
B*dV = uolo Bo ôSo 
tubo 


Si ahora sumamos sobre todos los tubos, obtenemos 


` $ Bav = uolo ye Bo 050 


tubos 


Observemos que Y subo $ B*dV no es otra cosa que la integral de volumen 
Ea B*dV, extendida a todo el espacio, s'do que en este caso los elementitos 
de volumen son choricitos, sumados a lo largo de las salchichas de los tubos. 
Notemos que la integral de Riemann garantiza que el límite de esta geometría 
no depende de la forma en que se subdivide el espacio, con tal que el menor de 
los ôV => 0. 

La suma >> Bo0So no es otra cosa que el flujo Bo del campo propio a través 
de la espira. Por lo tanto, obtenemos la relación 


l B*av = toloPo 
y para la energía magnética 
l B? 
Um = -loo = | =dV 3.52 
roto = | (3.52) 


El hecho de que la energía magnética de una espira siempre puede expresarse 
como una integral sobre su propio campo se suele interpretar diciendo que 
dicha energía reside en el campo magnético, con una densidad de energía 
2 
dUm B 


ÔV — 2u0 
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expresión que resulta equivalente a la ecuación (1.106) de la densidad de energía 
del campo eléctrico 

Ue E aF? 

ôV 2 
Aparece nuevamente la correspondencia o > 1/20. Tal como en electrostática, 
en magnetostática no tiene sentido físico averiguar si la energía realmente reside 
en el campo o si tiene su asiento en la corriente, ya que ambos conceptos están 
invariablemente ligados entre sí. Recién en electrodinámica, en la cual aparecen 
campos eléctricos y magnéticos temporalmente desconectados de sus fuentes 
(cargas y corrientes), se muestra que la imagen de la energía residente en el 
campo es mæ adecuada para una descripci“on Maxwelliana mecanicista del 
electromagnetismo. 


Veamos un ejemplo numérico: un gene- 
rador de plasma consta de un tubo pyrex 
toroidal de 2m de radio central y 10 cm de 
sección, sobre el que está enrollado un con- 
ductor a 1000 vueltas /m (ver figura 3.69). 
Si se descarga una batería de capacitores 
y en 10? s se establece una corriente de 
1000A, ¿cuál es la energía magnética del 
Figura 3.69 Tubo pyrex toroidal sobre el que está sistema?, ¿cual es la densidad de energía 

enrrollado un conductor. en el campo magnético y cuál la potencia 
media necesaria para crearlo? 


Bot do E 10004 
A m 


El flujo es: do = BS =1,2.0,03 = 0,036 Wb 
, 1 
La energía es: Um = z. Po = 0,5 - 100 - 0,036 = 1,8 J 
La densidad es: T E 
a densidad es: A GS a 
; i Um 
La potencia necesaria para es- (P) = E 1,8 kW 


tablecer la corriente en 10? 
segundos r^a: 


Ahora estamos en condiciones de hallar la expresion de la energía total 
magnética de un sistema de n espiras de corriente (figura 3.70). 
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Figura 3.70 Sistema de n espiras de corriente. 


Esta energía estaría dada por el trabajo total necesario para crear las corrien- 
tes en las espiras colocadas en su posicion definitiva. Para ello consideremos 
primero todas las espiras sin corriente a circuito abierto. Comencemos a crear 
la corriente [1 cerrando su circuito con una fem. La energía U que hay que 
realizar (entregado por una pila) sería, de acuerdo a la (3.50) 


me r 
Ly 11/71 


(L11 coeficiente de autoinducción de la espira 1). Comencemos ahora a establecer 
la corriente h. Para ello hay que hacer dos cosas: 


1 
; . y 2 
1. Crear la corriente I2, lo que requiere una energía y L2la, 


2. Mantener constante la corriente Jı equilibrando la fem inducida mediante 
una fem externa adicional, lo que requiere una energía Jı L211 (por la 
(3.32) y la (3.42)) 


donde La1 12 es el flujo que manda la espira 2 a la espira 1. Entonces 


1 
U2 = ¿Leal + Lal 


Teniendo en cuenta que Li2 = La, escribiremos el resultado en la forma 
simétrica 


1 1 1 
ERS ¿Lal + zei + zabh 


y de la misma manera, al poner en marcha /3, tendremos 


1 
U; = y Losls + Lails h + L32 bI 
La UE E 2 A LI IIF bET E II 
Ti Sag g AISAS A JE GS AS 
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y la energía total hasta esta etapa será 
1 


Um = (Lul + Laiolila + Lish + Luhil +...) + 
1 
+ (La Th + ob E Lalis Fa; .) + 
1 
t3 (La 13H + Ls21312 + Eal +.. ¿) 


en general, para n espiras, se puede escribir de la siguiente forma 
1 n n 
Un =>5 2 2 LrsIeL; (3.53) 


Es posible demostrar que esta expresion siempre se puede transformar en 
una integral sobre todo el campo magnético, de la forma (3.52). Esta última 
tiene por lo tanto una validez completamente general, incluso para el caso de 
una distribución de corrientes de densidad j. 


Otra forma de escribir la expresion (3.53) es 
1 n 
U. > z kk (3.54) 


en la que Ọ = >; Lrj I; es el flujo a través de la espira j, incluido el flujo 
propio. 

La (3.54) se presta frecuentemente a confusion, en especial cuando se la 
compara con la expresion y el significado de Um en (3.32). Hay que tener 
siempre presente que las expresiones (3.53) o (3.54) representan una energía 
total genuina, en la que está comprendido el trabajo de las fuerzas magnéticas” 
y el trabajo vinculado al fen“omeno de inducci“on. En la (3.32) solo figura 
el trabajo de las fuerzas magnéticas, estando excluido el balance energético 
correspondiente al pr oceso de inducción, o sea, la energía que debe ser provista 
para mantener la corriente constante durante el movimiento de las espiras en 
campos magnéticos. 


Para una distribución continua y estacionaria de densidad de corriente ¿(r), 
la relación (3.54) se puede escribir en forma bilineal, análogamente a la relación 
electrostática de una distribución de densidad de cargas (1.89) 


_ pol j(x=,y,2) - ¡(2 y, 2) lata! 
Umn= E Pa] dx dy dz dx dy dz 


donde las integrales son sobre todo el espacio. 


22Ver discusión sobre fuerza magética de la página 219. 
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Aquí podemos introducir “por decreto” un nuevo campo vectorial, asociado 
a toda distribución espacial de corrientes 


A(r) = T I qn dx' dy d2 (3.55) 


y escribir para la energía total del sistema de corrientes 


1 


Um => | j(r) - Alr dz'dy'dz 


Comparando con las expresiones (1.40) y (1.87) de la energía de un sistema 
electrostático 


ens 
a ra dx dy dz 


1 
Ue = 3 J ev dx dy dz 
se llama a A potencial vectorial magnético o vector potencial magnético. Lo 
interesante es que se pueden demostrar las siguientes propiedades integrales y 
diferenciales fundamentales, respectivamente 


f A-de= | Bas 
c S 


VxA=B (3.56) 


La integral de circulacion de A se calcula a lo largo de un camino cerrado C; 
el flujo del campo magnético se toma a través de una superficie S apoyándose 
sobre el ese camino (¡ojo con la convención de sentidos! ) 


Teniendo en cuenta la Ley de Faraday en su forma diferencial (3.37), po- 
demos encontrar una expresión explícita para el campo eléctrico inducido por 
una variacion local de B. Para ello escribimos: V x Eina = —0B/0t = 
—0/0t(V x A) = V x (-04A/0t). Como esta relacion se debe cumplir en 
todas partes en todo momento, obtenemos: 


El vector potencial A cobra importancia fundamental en electrodin “amica. 
En efecto, se demuestra (experimentalmente, o a partir de las ecuaciones de 
Maxwell -ver abajo-) que las relaciones (1.40) y (3.55) son v'alidas en forma 
general, incluso cuando p y j son funciones del tiempo. En este último caso, 
adentro de las integrales, los valores de estas funciones hay que tomarlos al 
tiempo retardado tre = t — |r — r'|/c, donde el cociente es el tiempo que tarda 
la informaci on electromagnética en llegar del punto r'en cuestion al punto r 
en el que se desea obtener el valor del potencial correspondiente (c = 1/ y/o €0, 
velocidad de las ondas electromagnéticas en el vacío). 
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3.13. Introducción a las ecuaciones de Maxwell en el vac ío 


Salvo en la primera seccion de este capítulo, en la que hemos formulado 
ciertas experiencias “ideales” para definir el concepto de campo magnético y las 
propiedades fundamentales de interacciones magnéticas entre cargas puntuales 
en movimiento, siempre hemos trabajado con corrientes como un concepto ma- 
crosc “opico de una distribuci“on neutra (pt = p7; ausencia de campo eléctrico 
conservativo) de muchísimas cargas individuales en movimiento colectivo. Du- 
rante la mayor parte del capítulo tratamos densidades de corriente constantes en 
el tiempo (estado estacionario convenientemente mantenido por intermedio de 
pilas), y sólo al final hemos admitido variaciones temporales de la distribución 
de corrientes y del campo magnético. Pero en todas las ocasiones, sin excep- 
d'on, exigimos explícita o implícitamente que las espiras o tubos de corriente 
considerados sean cerrados (V - J = 0). Eso, para evitar cambios temporales 
en la densidad de carga (que en efecto ocurrirían de acuerdo a la expresion 
diferencial de la conservación de la carga —ver ecuación (2.6) en la sección 2.1-). 


Como tópico final de esta exposición nos corresponde levantar esta restric- 
ción, y considerar el caso general de corrientes y densidades de cargas variables, 
es decir circuitos de corrientes abiertas. Para ello, volvamos al comienzo de este 
capítulo y a la expresión fundamental (3.3) para el campo magnético B de una 
carga puntual q que en un instante dado pasa por el origen O con velocidad v 
constante: 


r 

B=P qx2 (3.58) 
A ésta agregamos la expresion del campo eléctrico (1.10) que coexiste con el 
campo magnético: 


1 r 
E = = 3.59 
ATEQ 173 ( ) 


De estas dos relaciones obtenemos, para un punto r cualquiera en el entorno 
de una carga puntual aislada en movimiento: 


B = oeovx E (3.60) 


Estas tres ecuaciones son las relaciones b'asicas para el campo electro- 
magnético en el vacío de una carga en movimiento-pero bajo una condici'on 
fundamental relacionada con en el hecho, mencionado al final de la seccion 
anterior, de que las interacciones electromagnéticas en realidad no actúan ins- 
tant “aneamente a través del espacio: el campo electromagnético de una carga 
puntual en un punto r al tiempo t en un sistema de coordenadas inercial S 
dado, depende de dónde esa carga fuente estaba en un instante anterior t — At, 
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donde At es el tiempo que tard“ la informacion electromagnética en llegar 
desde la carga eléctrica al punto r. La velocidad de propagación c es una cons- 
tante universal, independiente del sistema S. Para no entrar en el dominio 
relativista, la condición que impondremos en lo que sigue es que la velocidad v 
en la relación (3.60) no sólo sea constante, sino que además v < c (o sea que la 
carga puntual avance un elemento ôl << r durante el tiempo que la información 
electromagnética insume en llegar de la carga al punto r en cuestion). 

Encontremos ahora las ecuaciones diferenciales que rigen el campo magnéti- 
co de la carga puntual en movimiento bajo la condición precedente. Ya sabemos 
que una de ellas sea V - B = 0 (no existen cargas magnéticas). La otra es- 
taría dada por el rotor de la (3.60). Consultando una tabla de relaciones para 
operadores del cálculo vectorial, obtenemos: 


VxB=0V x (v x E) = poco (v(V- E) — (v- V)E) 


De acuerdo a la (1.53), para una carga puntual vale V . E = p/eo, que para este 
caso es = q 0(r)/eo, donde des la “función de Dirac”.** El operador (v - V) = 
—0/0t, variacion temporal local en el sistema S de un campo vectorial cuya 
configuración geométrica se traslada rígidamente con velocidad v. Por lo tanto 


VxB=p0qór)v + poco 0 E/ôt (3.61) 


Podemos generalizar esta relacion para distribuciones macrosc “opicas de 
cargas eléctricas puntuales en movimiento, representadas por las densidades 
p (1.23) y j (2.3). Por el principio de superposici“on lineal de los campos de 
múltiples fuentes, basta sumar las contribuciones de cada carga puntual en la 
(3.61), notando que el promedio de la suma vectorial de todos los elementos 
qó(r)v en el entorno de un punto r es precisamente el vector ¿(r). Obtenemos 
así las ecuaciones diferenciales que definen el campo magnético resultante: 


, ðE 
V x B = mo j + Hoco TE (3.62) 


V.B=0 (3.63) 


Conviene agregar aquí en forma explícita el principio de conservación de la 
carga, que debe satisfacer toda distribución de cargas en movimiento, 


V.j¡=-2 (3.64) 


23 Esta última aseveración, tan sencilla y requete-confirmada experimentalmente, ¡derrumbó 
los conceptos clásicos de espacio y tiempo de la física de Galileo, Newton, Hamilton, Mach y 
Boltzmann! 


24Definida por la siguiente propiedad: dada una función f(x), E Flajó(x— a)dz = f(a). 
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Resaltemos algunas consecuencias, quizías un poco triviales, de esta ecuaci“on: 
(i) No se puede modificar la densidad neta de cargas en un punto sin traer o 
remover cargas del entorno”. (ii) Síse puede modificar j en un punto con solo 
acelerar o decelerar las cargas locales. (iii) No se puede variar el campo eléctrico 
sin la presencia de corrientes que existen (o que hubo) en alguna parte. (iv) Una 
situacion estrictamente estacionaria del campo magnético requiere corrientes 
cerradas (V - j = 0), o sea, densidad de carga constante en todas partes. 


Analicemos un ejemplo real: el de un conductor rectilíneo finito recorrido 
por una corriente constante I entre dos puntos A y B (Fig. 3.71). 


P m 
©SB(r) = 


1 - 
m -Isin ô 
irp“ 


" 
> 


L 0 I 
E- 


Figura 3.71 Campo magnético de un conductor rectilíneo finito con corriente I constante. 


El campo magnético B en un punto r estaría dado por la integracion de las 
contribuciones de los elementos de corriente /0€ entre A y B. Para un punto 


P en el plano mediano: 
Le r 
Br ME x 75 (3.65) 


con el módulo (ver Fig. 3.71): 


7/2 
pol fs pol 1 
B(r) = sin? 0d0 = ; 3.66 
l ) Ar arctan (2r/ L) . yv 1 + 2r/L l ) 


Nótese que para un conductor infinito (L > r) se obtiene el resultado bien 
conocido de la ley de Biot-Savart tradicional (3.11). En el caso presente, la 
corriente es abierta, lo que quiere decir que en los puntos A y B, por el principio 
de conservacion de la carga inevitablemente habría disminuci“on y aumento de 
cargas eléctricas puntuales, respectivamente: —dqa/dt = +dqg/dt = I. O sea, 


25En el dominio de las partículas elementales, cargas eléctricas pueden ser creadas o 
destruídas, ¡pero sólo en pares de signo opuesto! 
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en todo el volumen circundante al conductor finito habría un campo eléctrico 
variable E(r, t), que en cada instante t será el de un dipolo de cargas puntuales 
(ver seccion 1.4). Es un buen ejercicio demostrar que el rotor del campo 
magnético (3.66) en todo punto r Æ 0 es igual a uoco OE /0t, ¡tal como prescribe 
la (3.62)! Otro buen ejercicio es verificar que la propiedad integral (3.19) -que en 
principio no vale para corrientes abiertas—¡es satisfecha cuando en los puntos 
de la superficie de integración se incluyen los valores del vector eo OE /0t1% 


Lo que resta ahora es encontrar las ecuaciones diferenciales que rigen el 
campo eléctrico. Una «r'a la (1.53). Si ahora tomamos el rotor de la (3.59) 
obtenemos cero. Pero recordemos la relaci“on (3.37), que vale para el campo 
eléctrico inducido Eina por cualquier campo magnético variable (consecuencia 
del principio de relatividad, página 251). Esto quiere decir que, en realidad, con 
el campo (3.59) en cada punto debe coexistir un campo eléctrico inducido Eina 
proveniente del hecho de que en el sistema original de referencia S hay una 
variación temporal local del campo magnético. Introduciendo el potencial vecto- 
rial (3.55) para el caso de una carga puntual en movimiento A = 0/47 (qu/r), 
y teniendo en cuenta la relacion (3.57), obtenemos: 


JA poqdr q 


Ein = = = 
a(r) Ot 4 r? dt i Árrepr 


5 (u*/c?) cos > (3.67) 


En esta relacion, 0 es el “angulo entre los vectores v y r. N'otese que en un 
punto dado, la magnitud del campo eléctrico inducido de una carga puntual en 
movimiento uniforme es de un orden de magnitud (v/c)? menor que el campo 
conservativo de la misma.“ Por lo tanto, para el campo eléctrico total de una 
distribución de cargas cualquiera, 


ViD= E (3.68) 


€0 


OB 
A 3.69 
x T (3.69) 


Las ecuaciones (3.62), (3.63), (3.68) y (3.69) son las ecuaciones de Maxwell 
completas. Son válidas en forma general, incluso eliminando la restricción v < c 
impuesta para la precedente derivaci ‘on. 


260Ojo: para mantener un sistema como el de la Fig. 3.71, hay que proporcionar una fuerza 
electromotriz (trabajo de origen externo) que mantenga las cargas reales en el conductor 
lineal en movimiento, con velocidad constante en contra del campo eléctrico dipolar. 

27 Maxwell dedujo la aparicion del último término en la (3.62) de otra forma: postu'o la 
existencia de una “corriente hipotética en el éter” 3... = €,0E/0t, que llam'o “corriente 
de desplazamiento” y que, se demuestra, efectivamente cierra todas las corrientes genuinas 
cuando están abiertas! 

28Para distribuciones neutras de cargas en movimiento, en todos los casos de corrientes 
cerradas variables, lo que cuenta es la contribución E „a = —0A/0t = —(1,q/4rr) dv/dt. 
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Usando las funciones potenciales V y A y teniendo en cuenta la expresión 
(3.57), agregamos la expresión general de la fuerza sobre una carga puntual en 
un campo electromagnético general: 


JA 
f=-VWV an Eqgux(Vx A) (3.70) 


Hay otra forma y orden en que las ecuaciones de Maxwell se pueden pre- 
sentar, y que brindan una ayuda adicional en su comprension. Escribimos 
las ecuaciones (3.63) y (3.68) en la forma llamada “de evoluci“on” (como las 
ecuaciones de Hamilton-Jacobi o Schródinger) 


OB 

— =-VxE 3.71 
pi x (3.71) 
ðE 1 

e V x B- mj 3.72 
m (V x poj) (3.72) 


Estas son seis ecuaciones (dos ecuaciones vectoriales) con seis inc“ognitas (las 
componentes de los campos eléctrico y magnético). A estas ecuaciones les 
debemos sumar la ecuación de conservación de la carga eléctrica, que impone la 
condicion sine qua non del principio de conservacion de la carga a las fuentes 
py j, las cuales son funciones dato, bajo control externo: 


Op A 
==-vV. 3.73 
Ji j (3.73) 
Finalmente, se agregan las ecuaciones 
1 
V. E= —p 
E0 
V.B=0 


Pero estas son consecuencia de las precedentes. Deben ser respetadas cuando 
se prescriben p y j (suena trivial, ¡pero no siempre se tiene en cuental ) 

Las ecuaciones de Maxwell relacionan variaciones espacio-temporales lo- 
cales de los campos E y B con las fuentes locales p y j. En su forma de 
ecuaciones de evolución (3.71) y (3.72) se pueden interpretar cualitativamente 
de la siguiente forma. Supongamos tener un campo electromagnético estacio- 
nario preestablecido y una repentina perturbaci“on local de j en el instante 
to. La (3.72) nos dice que las variaciones temporales locales de B y E estían 
mutualmente entrelazadas a través de ciertas variaciones espaciales del campo 
(rotor) y de las fuentes j y p (que siempre deben cumplir con la (3.73)). Una 
dada perturbación de j, limitada espacialmente, rompe el equilibrio estaciona- 
rio entre V x B y uoj, que entonces se propaga a otras regiones del campo 
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inicialmente no afectadas. Aún en ausencia total de fuentes en un instante 
dado, esa propagaci“on puede continuar —esta es la idea basica de las ondas 
electromagnéticas, entre las cuales Maxwell reconocióo a la luz. 

La precedente es, por supuesto, una imagen puramente cualitativa. Por 
ejemplo, ¿de donde salió ese campo inicial que hemos supuesto existir al tiempo 
to? Para resolver las ecuaciones de Maxwell, hay que integrarlas. Para ello, como 
ya habíamos anticipado, es necesario expresar los campos en funcion de los 
potenciales escalar y vectorial (cuatro funciones: V y las componentes de A). Se 
encuentra que obedecen una ecuación de ondas cuadridimensional, que entonces 
lleva a expresiones integrales sobre todas las cargas y corrientes (los potenciales 
retardados —ver comentario en pagina 277). Pero estas se deben tomar en 
instantes y posiciones del espacio tales que la informaci'on electromagnética 
emitida desde ellas llegue justo al instante to en el que se desea obtener el valor 
de los potenciales y los campos. Esto muestra que el campo electromagnético 
“acá, ahora” depende de todo lo que pasó “all'a, en el pasado” .? 


En este libro de texto, las ecuaciones de Maxwell se presentan como punto 
final de los aspectos físicos b“asicos del electromagnetismo, pero ¡servirían de 
punto de partida en un texto superior! 


3.14. Propiedades magnéticas de la materia 


Hasta aquí hemos estudiado las interacciones magnéticas en el vacío. Co- 
mo en el caso electrost “atico, se comprueba que la materia influye sobre esas 
interacciones, es decir, modifica el campo magnético original. En lo que sigue 
procederemos en analogía con la sección 1.21. 


Consideremos un campo magnético est “atico en el vacío, producido por un 
conjunto de corrientes estacionarias dadas, que denominaremos campo exterior 
Bo. Si ahora introducimos cuerpos materiales inicialmente libres de campo 
magnético propio, y esperamos a que se reestablezca un estado estacionario, 
comprobamos que el campo magnético vigente es, en general, diferente del 
inicial. Como las corrientes originales son las mismas, esto querrá decir que al 
campo exterior Bext se habrá superpuesto un campo B mat cuyas fuentes están 
en la misma materia de los cuerpos que se han introducido 


B = Bext + Bmat (3.74) 


donde B es el campo efectivo que hay en presencia de la materia; Bext es el 
campo generado por las fuentes externas representadas por las corrientes ori- 
ginales, controlables independientemente (frecuentemente llamadas corrientes 


29Las ecuaciones de Maxwell no significan que el campo electromagnético “acá, ahora” está 
determinado por lo que estía pasando “ac'a, ahora” con las cargas y las corrientes, como a 
veces se interpreta erróneamente. 
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libres); y Bmat es el campo magnético cuyas fuentes estían exclusivamente en 
la materia. Estas últimas no son controlables en forma independiente y deben 
tener su origen en corrientes elementales en el mismo medio. A estas corrientes 
las denominaremos corrientes de magnetización. 


Por el momento no nos interesa el origen de las corrientes de magnetización, 
ni el hecho de si existen como transporte real de cargas eléctricas en movimiento; 
s'do estamos interesados en una descripci“on fenomenol “ogica y en un modelo 
que sea apto para expresar unívocamente el campo magnético en presencia de 
materia. 


Resumiendo el concepto físico de los vectores en (3.74), podemos escribir 
en base a la (3.11) 


$ Bext Å de = pol 

C 

f B mat -dl = Lolmag (3.75) 
C 


P, B -de = po (1 + Hoas) 
C 


en las que / es la suma algebraica o flujo de las corrientes libres o externas 
que atraviesan una superficie apoyada en el camino cerrado de integracion C', 
e Imag es la suma o flujo de las corrientes de magnetización que aparecen en la 
materia magnetizada. 

El problema fundamental consiste en determinar estas fuentes Imag de campo 
magnético que aparecen en la materia cuando esta se introduce en un campo 
magnético de fuentes exteriores / dadas. Para ello sería necesario explorar de 
cerca lo que pasa con el campo magnético en el interior de un medio material. 
Pero al hacerlo tropezamos con la misma dificultad que la encontrada en el 
caso electrost “atico: el campo magnético local en un punto del medio (punto 
en el sentido geométrico) sería algo muy complicado, imposible de estimar, 
por cuanto variaría violentamente en el tiempo según una carga elemental del 
medio esté pasando o no cerca de él. Por lo tanto será necesario hacer promedios 
temporales y, si no deseamos permanecer en el dominio at“omico, promedios 
sobre entornos pequeños pero no atómicos (diferenciales físicos). 


De ahora en adelante s'do nos interesa el campo macrosc “opico en el inte- 
rior de un medio material, que representa un promedio espacio-temporal del 
campo microsc “opico sobre un volumen pequeño (respecto de las dimensiones 
macroscópicas), pero al mismo tiempo un volumen mucho mayor que el domi- 
nio atíomico. Del mismo modo, el promedio temporal es sobre un intervalo de 
tiempo pequeño desde el punto de vista macroscópico, pero mucho mayor que 
los períodos at'omicos característicos. 
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¿Como podremos determinar ese campo macrosc “opico en el interior de 
un medio material? Tal como en el caso electrost “atico (pagina 103), hay dos 
métodos posibles: 


1. Experimentar con magnitudes que no dependen del valor del campo 
magnético en un punto dado, sino que est“an determinadas por una in- 
tegral del campo magnético sobre una region del espacio que incluye el 
medio a estudiar. Tal es el caso del fenómeno de inducción, que se encuen- 
tra regido por el flujo $ = f B-dS a través de la espira o del solenoide. 
Al interponer la materia a estudiar, este flujo estía determinado por el 
campo que hay en el interior de la materia. Este método sólo tiene sentido 
para aquellos casos en que, por razones de simetría, se sabe de antemano 
que el campo en el interior del medio será homogéneo. En caso contrario, 
nada se podrá inferir sobre B a partir del valor de la integral f B- d5. 


2. Abrir pequeñas cavidades y medir el campo magnético en el vacío de las 
mismas. El inconveniente aquí es que, como en el caso eléctrico, expe- 
rimentalmente se comprueba que el campo en el interior depende de la 
forma geométrica de la cavidad por pequeña que esta sea. Sin embargo, 
es posible introducir formas geométricas patríon con las cuales se puede 
sondear el campo en el interior del medio. 


3.15. Permeabilidad magnética - Caso particular del solenoide con medio 
isótropo y homogéneo 


Vamos a comenzar siguiendo el método 1 dado en la sección anterior. Para 
ello debemos trabajar con solenoides rectos infinitos (o toroidales de radio muy 
grande), y medios isótropos y homogéneos que los llenan completamente, para 
asegurarnos de antemano de que el campo magnético en el interior del medio 
sea homogéneo. El flujo magnético a través de una espira en ausencia del medio 
será 

o = Bext- S = onI S 


Introduciendo el medio, que deberá llenar completamente el solenoide (supuesto 
infinito) tendremos Y = Bint - S, en la que el nuevo campo magnético Bin = 
Bext + Bmat, por razones de simetría, también debe ser homogéneo. 

Bmat es el campo magnético (desconocido) originado en las corrientes de 
magnetizacion que aparecen en el medio, según (3.75). Como en el caso de 
las cargas de polarizaci“on en un capacitor relleno con un medio homogéneo e 
is“otropo, esas corrientes de magnetizaci“on deben aparecer en la superficie del 
medio. 
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el. 268 


Figura 3.72 Circuito para medir el flujo de un campo magnético desconocido a través de una seccion de 
un solenoide con un medio 


Para determinar el campo desconocido Bint, es necesario determinar su 
flujo Y a través de una seccion del solenoide. Para ello, usamos el fenomeno 
de autoinduccion, cerrando el circuito inicialmente abierto en S (figura 3.72), 
y determinamos el coeficiente de autoinducci“on L midiendo el tiempo carac- 
terístico 7 (3.46), en la forma L = TR. En ausencia del medio tendremos, según 
la (3.47), 

Lo = poStn? 


Introduciendo el medio, comprobamos que el coeficiente de autoinducci“on 
cambia a otro valor L. Se comprueba experimentalmente que el cociente 


id (3.76) 
a . 


no depende del solenoide particular, sino solamente del medio introducido. 
Llamamos al valor ur permeabilidad magnética relativa del medio en cuesti“on. 
De la (3.76) sigue 


L = prLo = uruoStn? (3.77) 
Si definiendo 
H= Hrpo (3.78) 
se puede escribir 
L = Stn? (3.79) 


La constante u, caracter ística del medio, se llama permeabilidad absoluta 
del medio. Tiene las mismas dimensiones que o, es decir, Tm/A. 

Observando la (3.77) vemos que el flujo, y con él, el campo magnético en el 
interior del solenoide, cambia cuando introducimos el medio, adquiriendo un 


valor 
9 = ur o y Bint = ur Bo 


por lo tanto, 
Bint = ruo nI = unI (3.80) 
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Observando la (3.77) y la (3.80) se ve que, introduciendo un medio que 
llene totalmente al solenoide infinito, todo sucede como si la constante po 
cambiara su valor (por ello, a uo se le da el conceptualmente horrible nombre 
de “permeabilidad magnética del vacío”). 


Teniendo en cuenta la (3.74) y las (3.75) aplicadas a un solenoide, para el 
campo originado en las corrientes de magnetizaci“on obtenemos 


Bmat = Bint — Bext = (u = uo) nI 
lo que podemos escribir en la forma 
Bmat = Ho (nI) mag = Ho Jmag (3.81) 


Aquí hemos introducido la densidad de corriente superficial gmag en lugar 
de (nI)mag, ya que esta última s'do tiene sentido para espiras arrolladas con 
densidad n. Observando la (3.81), vemos que en el caso de un solenoide lleno de 
un medio homogéneo, todo sucede como si sobre la superficie del medio circulara 
una corriente superficial de densidad gmag. En otras palabras, el medio mismo 
se comporta como si fuera un solenoide, recorrido por una corriente superficial 
Jgmag. Teniendo en cuenta la (3.81), gmag resulta 


Jmag == ( E £) nI (3.82) 


Tendremos entonces para el campo total 
B = monl + Ho gmag 
que expres'andolo en funcion del campo exterior Bo y recordando la (3.80), 
resulta 
B = (1/10) Bo 
o sea, para los medios 1,2,... 
B1/p1 = B2/p2 =... = Bo/po 
Si ahora definimos “por decreto” el vector excitación magnética como 


1 
Hopr Sip JBS (3.83) 
po p 


este vector (proporcional al campo exterior Bo), queda determinado exclusiva- 
mente por las corrientes exteriores I, siendo independiente del medio. Obsérvese 
bien que esto sólo vale para el caso de un solenoide infinito (o de un toroide de 
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radio medio muy grande), totalmente lleno de un medio homogéneo. Cuando 
estas condiciones no se cumplen, el vector H depende del medio. A pesar de 
ello, por razones históricas, la relación 
H = ip (3.84) 
u 
se adopta como definición general del vector H. 

Como veremos explícitamente m's adelante, el vector H en sí carece de 
significado físico, pues no describe ninguna propiedad física en particular. La- 
mentablemente, aún hoy sobreviven libros que lo usan en lugar de B como 
vector magnético fundamental, incluso llamando a H vector intensidad del 
campo magnético. La única utilidad de H, ademas de templar al alumno por 
la confusión que introduce, es que en el caso de solenoides infinitos llenos con 
medios homogéneos, H es proporcional al campo exterior, es decir, dado por el 
campo originalmente aplicado antes de introducir el medio (3.83). Esto significa 
que en estos casos especiales H esa bajo nuestro control vía las corrientes 
libres. Pero esto no vale en el caso general. 


Las unidades de H son A/m y en el vacío H = B/po. Obsérvese que a 
un campo magnético B de 1,2566 T' le corresponde un vector excitaci“on de 
10% A/m. 

La igualdad (3.84) se puede también considerar como una definicion de 
u, Siempre que se entienda claramente lo que significa esta relaci“on, y las 
restricciones implicadas 


B 


HE 


Esta relación sirve para determinar u experimentalmente, siempre que se tenga 
el caso de un solenoide infinito lleno de material homogéneo e is otropo. La 
receta en este caso general será 


1. Se determina H, que es dictado por las corrientes exteriores aplicadas 
(midiendo la corriente exterior en el solenoide queda determinado H a 
través de la igualdad (3.83)). 


2. Se determina B, que dicta los fen“omenos de inducci“on, midiendo las 
corrientes inducidas, las que se encuentran relacionadas con B a través 
de una expresión del tipo (3.83). 


Notemos que el vector H es el correspondiente magnético del vector despla- 
zamiento: D = € E, el cual tampoco tiene significado físico. Obsérvese también 
que esta expresion es formalmente equivalente a la expresion (3.84) bajo la 
correspondencia £ (> 1/p. 


Finalmente, cuando tenemos el caso general de un sistema de espiras de 
corrientes cualesquiera totalmente sumergidos en un medio homogéneo, isótropo 
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e infinito, se comprueba experimentalmente que para cualquier coeficiente de 
inducción Lxj vale 


Lrj= pr Ls 


en la que ur es la permeabilidad magnética relativa del medio en cuestión y Dro; 
son los coeficientes de induccion en el vacío. Nuevamente, en este caso, todo 
sucede como en el vacío, con tal de cambiar po por u (3.78). Obsérvese otra vez 
que esto solo vale con tremendas limitaciones (espiras totalmente sumergidas 
en un medio isótropo que llena todo el espacio). 


3.16. Dia, para y ferromagnetismo 


Contrariamente a lo que sucede en electrostática, donde los medios se clasi- 
fican en dos grupos (conductores y dieléctricos con €r siempre > 1), en lo que 
concierne al comportamiento en un campo magnético, los medios se pueden 
clasificar en tres grupos: ur < 1 (u < po), ur > 1 (u > o), O ur muy grande 
(u >> o) y dependiente del tratamiento magnético previo al que fue sometido 
el material. Sustancias con ur < 1 se designan diamagnéticas; sustancias con 
tr > 1 paramagnéticas; y las del tercer grupo, ferromagnéticas. 


En las sustancias diamagnéticas, la permeabilidad magnética no depende 
de la temperatura, mientras que en los medios paramagnéticos es una función 
de ella. Las sustancias ferromagnéticas se vuelven paramagnéticas por encima 
de una temperatura crítica. 


Según la expresión (3.80), para sustancias diamagnéticas, el campo B en el 
interior de un solenoide infinito totalmente lleno con el medio resulta menor 
que Bo; esto es, el campo en el interior es menor que el que habría en el vacío 
para igualdad de corriente exterior. Es el caso formalmente an'“alogo al de un 
medio dieléctrico (página 105). El hecho de que en una sustancia diamagnética 
pr < 1 o, lo que es lo mismo, y < uo, mientras que en un dieléctrico e > £0, 
proviene del hecho (hist “orico) de usar y en lugar de su inversa 1/1, que sería 
el verdadero equivalente conceptual a e (ver nota al pie de la página 217) 


dieléctricos E > E0 
diamagnéticos 1/u > 1/po 


En general, los valores de u siempre son muy cercanos a po (Hr = 1). N'otese 
que, de acuerdo a la relación (3.82), en sustancias diamagnéticas el campo gene- 
rado por las corrientes dentro de un medio es de sentido opuesto al del campo 
aplicado Bext; esto significa que las correspondientes corrientes de magnetiza- 
ción son mutuamente opuestas. Por el contrario en sustancias paramagnéticas 
el campo inducido es del mismo sentido. 
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BA En las sustancias ferromagnéti- 
[W/m?] cas no hay una relaci“on unívoca 
A N entre B y H, es decir, u no estía 
unívocamente determinado. Colo- 
cando un medio de esta naturaleza 
en un solenoide hasta llenarlo to- 
talmente, y representando B (de- 
} > terminado a través de un proceso 
500  HIA/m de inducción) en función de H (de- 
Figura 3.73 Campo magnético en el interior de una sustan- terminado por la corriente aplica- 

cia ferromagnética (medido por inducción) en da), obtenemos una curva del tipo 
funcion de la intensidad del campo H (contro- 
lada por la corriente aplicada al solenoide). Ini- de la figura 3.73. En este caso, he- 
cialmente la sustancia no estaba magnetizada. Mos supuesto que partimos de la 
sustancia magnéticamente neutra 
y que aumentamos la intensidad (o sea H) gradualmente. Para unos pocos 
centenares de A/m, ya se obtienen campos B muy intensos. 


Las sustancias ferromagnéticas exhiben un fen“omeno de saturaci“on del 
campo: al aumentar H más allá de un cierto valor, el campo B, si bien ya muy 
alto, sólo aumenta muy poco. Si luego decrecemos monótonamente la intensidad 
de H, se comprueba que B no vuelve a pasar por los mismos valores (ver figura 
3.74). En particular, al apagar la corriente exterior (H = 0), persiste el campo 
magnético B en el interior del medio; esto significa que el medio ferromagn ético 
tiene magnetización permanente. El valor de B, se denomina campo o inducción 
remanente. Para anular el campo en una sustancia ferromagnética hay que 
invertir el campo H hasta un valor —|Hol|, que se llama “fuerza” coercitiva 
(¡no es una fuerza! ). 


Hi 


100 


H 


Figura 3.74  Irreversibilidad del proceso de magnetizaci “on: magnetizaci“on remanente B, (izquierda). “Fuer- 
za” coercitiva Ho (derecha). 


Una rama de la curva B vs. H, depende en general de toda la historia 
anterior (figura 3.75 izquierda). Este fen“omeno se llama histéresis magnética. 
Variando mon “otonamente H entre dos valores Ho y —Ho, se obtiene, después 
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de haber completado ese ciclo un número suficiente de veces, una curva que 
se denomina ciclo normal de histéresis (figura 3.75 derecha). Bastaría con 
excederse un poco en Ho para romper ese ciclo normal, lo que también se 
consigue si en un momento dado se invierte la variación de Ho. 


Bi 


+ y 


Figura 3.75 Izquierda: el fenómeno de histéresis —sustancia ferromagnética sujeta a campos externos va- 
riables de amplitud creciente—. Derecha: ciclo de histéresis. 


El hecho de que la determinación de B se hace a través de un fenómeno de 
induccion implica que es necesario variar a B (y para ello a H) en el tiempo. 
Esto requiere especial cuidado, teniendo en cuenta el fen“omeno de histéresis, 
responsable de una relación tan complicada entre B y H. 


Recordemos que todo esto s'do se ha obtenido para el caso de medios 
homogéneos e isótropos que llenan totalmente un solenoide infinito, o un toroide 
de radio muy grande. Sol por esta condicion es que hemos podido seguir la 
receta dada en la subsección 3.15, que en última instancia implica la medición 
de cantidades que dependen de una expresion integral del campo, tal como el 
flujo. La condicion de un solenoide infinito, totalmente lleno con el medio, es 
una condicion sine qua non para poder inferir algo sobre el campo mismo a 
partir del valor (o del comportamiento) del flujo. 


3.17. El vector campo magnético en el interior de un medio 


Para investigar lo que sucede en un caso general de un medio que no 
cumple con la condición restringente usada previamente, es necesario investigar 
el proceso físico local que ocurre en un medio sometido a un campo magnético. 
Sin necesidad de entrar en los procesos at'“omicos en sí, es posible describir el 
fenómeno del comportamiento magnético macroscópico en la materia en forma 
fenomenológica completamente general. De esta forma es posible establecer un 
modelo de comportamiento que permite hallar el campo magnético promedio 
mediante recetas del tipo todo sucede como si... 
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Para establecer el modelo experimentalmente, tal como pasó en electrostáti- 
ca, usaremos el método 2 de la seccion 3.14, que consiste en estudiar lo que 
sucede en una cavidad pequeña practicada en el interior de un medio en el 
que hay un campo magnético cualquiera, cuyas fuentes exteriores (corrientes 
libres) están dadas. Ya hemos dicho que se comprueba que el campo magnético 
Bc en el interior de una cavidad depende de su forma geométrica y de su 
orientacion por pequeña que sea esta cavidad (otra vez un ejemplo típico en 
el que el método de medicion perturba sustancialmente el sistema que se estía 
midiendo). 

El hecho de que al recortar y quitar una porcion del medio aparezcan 
modificaciones apreciables del campo en ese lugar indica que en las vecindades 
del mismo han aparecido corrientes eléctricas causantes de dicha perturbación. 
La única región donde esas corrientes de magnetización pueden aparecer por el 
hecho de haber quitado una porción del medio está en las paredes de la cavidad 
(figura 3.76), ya que es ahí donde se ha producido una alteracion en el medio. 
Por otra parte, al reponer la porción recortada del medio, volviendo a rellenar 
la cavidad, las corrientes de la pared de la cavidad deben ser anuladas, puesto 
que ahora estamos en las condiciones iniciales, sin cavidad. Esto quiere decir 
que la porción recortada, considerada aislada de su posición original dentro del 
medio, también debe tener corrientes superficiales, de sentido opuesto a las de 
la pared de la cavidad. 


r, 
ijas 


Figura 3.76 Corrientes de magnetizacion superficiales que aparecen en una cavidad y el “relleno” corres- 
pondiente, en un medio sujeto a un campo magnético. 


Como el campo en el interior de una cavidad depende de la forma de la 
misma, es necesario adoptar una cavidad patron para hacer las experiencias 
ideales correspondientes. Como en la sección 1.23, consideraremos una cavidad 
infinitesimal, de forma cilíndrica o prismática y de altura muchísimo menor que 
la dimensión de la base (0h? < 95) (figura 1.79). Consideremos las mediciones 
de campo hechas en el centro de la cavidad, lejos del borde. En ese caso, las 
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únicas corrientes superficiales que influirían sobre B serían las que aparezcan 
en las bases de la cavidad; las corrientes en la franja lateral tendrán influencia 
despreciable con tal de hacer 45 > Jh?. Las corrientes superficiales en las bases 
sólo podrán causar un campo paralelo a las mismas en el interior de la cavidad 
(ver figura 3.33). 

Para una cavidad de esta naturaleza se comprueba experimentalmente que 
el campo en su interior (lejos del borde lateral) es independiente de la forma de 
sus bases y de sus dimensiones ôS y dh (con tal de ser suficientemente pequeña), 
dependiendo sólo de su orientación ù. Adoptaremos por lo tanto esta cavidad 
como patrón, y exploraremos lo que sucede en un punto dado del medio cuando 
en su entorno se practica una cavidad de ese tipo. 


Se comprueba que hay una sola orientaci “on (direccion de ñ), para la cual 
el campo B. en el interior de la cavidad es perpendicular a sus bases. En ese 
caso, en B. no puede haber contribucion alguna de corrientes sobre las bases, 
puesto que estas sólo pueden causar un campo paralelo a las mismas. En otras 
palabras, en ese caso la cavidad en sí no molestara por su sola presencia: el 
campo Be será directamente el campo Bin en el interior del medio. 
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Figura 3.77 Campos en una cavidad patríon de cualquier orientacion en un medio en un solenoide. 


Si ahora orientamos la cavidad formando un “angulo 0 respecto del campo 
macrosc“opico Bo, el campo en su interior Be sería diferente al Bo, debido a 
que aparece un campo Bm (equivalente al campo de polarizaci“on E, en un 
dieléctrico) causado por las corrientes superficiales sobre las caras de la cavidad 
(figura 3.77): Be = Bo + Bm. 


Respecto del campo Bm se comprueba que 


1. Siempre está contenido en el plano de Bo y ñ (las corrientes superficiales 
en las caras lo atraviesan perpendicularmente). 


2. Su m'odulo es proporcional al valor absoluto de Bo y al seno del “angulo 
0 (es máximo cuando la cavidad es paralela al campo macroscópico Bint, 
o sea, cuando ñ L Bint). N'otese en la figura que la direccion de Bm es 
en general opuesta a Bo. 
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La receta (ideal) para determinar el campo magnético macrosc “opico en el 
interior de un medio sería entonces: pract íquese una cavidad infinitesimal en 
forma de disco y búsquese para qué orientacion el campo en su interior es 
perpendicular a las bases de la cavidad. Ese será el campo macroscópico en el 
medio, en ese punto. 

Si por ejemplo tenemos el caso de un solenoide lleno de un medio dado, el 
campo B. en una cavidad angosta transversal al eje es perpendicular a la misma, 
e igual al campo macrosc “opico Bint en el interior del medio. En particular, 
podemos recortar completamente una porcion de espesor infinitesimal, como 
en la figura 3.78. En ese caso, el campo en el hueco (en los electroimanes 
se llama el entrehierro) sería igual al campo que hay dentro del medio. Esto 
es importante para el caso de medios ferromagnéticos, en los que el campo 
en el interior es muy intenso: es posible obtener campos intensos en el vacío 
abriendo un entrehierro en un solenoide con núcleo de hierro (la obtencion 
de campos muy intensos utilizando únicamente corrientes requeriría que estas 
sean extremadamente intensas). 


Figura 3.78 Cavidad “patr'on” y entrehierro en el medio en un solenoide. 


Introduzcamos la densidad de corrientes superficiales de magnetización 9mag 
sobre las paredes de la cavidad (3.26) y (3.81). Para producir el campo Bm en 
el interior de las cavidades en la figura 3.77, estas corrientes de magnetización 
deben tener el sentido hacia el lector en la cara de arriba y hacia el papel, en 
la cara de abajo (regla del tirabuzón). Su módulo estará ligado con Bm por la 
relación (3.81) 

Bm = Uo Jmag 


Teniendo en cuenta los resultados 1) y 2) descriptos arriba, y observando 
atentamente la cavidad en la parte derecha de la figura 3.77, vemos que para 
la cara de arriba, donde ñá es la normal exterior al medio, 


Imag = Mxñ (3.85) 


donde M es un vector de la misma direccion que B, y tal que |M|/po sea la 
constante de proporcionalidad entre Bm y sen; ñ es la normal exterior al 
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medio. Para la cara de abajo, gmag tiene sentido opuesto, ya que la normal 
exterior al medio es allí opuesta a ñ. 


El vector M es característico del medio, y se lo llama vector magnetización. 
Como en los medios isótropos M siempre es paralelo a Bint, podemos escribir 


M =kBu (3.86) 


en la que k es un escalar propio del medio, que puede ser positivo o negativo. 


Para sustancias ferromagnéticas, también se puede definir un vector M, 
pero en ese caso no eta unívocamente ligado con el B por una relacion fun- 
cional. Para medios anisótropos k es un tensor, y M y Bim no serán paralelos. 
Siguiendo el razonamiento del caso homólogo de medios en un campo eléctrico 
(ver p“agina 114), podemos escribir para el caso de una cavidad patron en un 
medio magnético: 


Bm = Bin + yM xñh 


Vale la misma “receta” que en el caso del medio en un campo eléctrico para 
determinar experimentalmente los vectores inc“ognita Bint y M haciendo dos 
mediciones de Bint, para dos orientaciones diferentes de ñ. 


Para medios isótropos, la relación (3.85) también se puede escribir en módu- 
lo, de lo que resulta 


mag = Mi = kB: (3.87) 


en la que M; es la componente tangencial a la superficie del vector magnetiza- 
ción, y B: es la componente tangencial del campo macroscópico en el interior 
del medio. 


Las relaciones (3.85) y (3.87) tienen significado general: en toda superficie 
de un medio que se encuentra en presencia de un campo magnético, todo sucede 
como si hubiera una corriente superficial de densidad dada por un vector 
característico del comportamiento del medio, proporcional a la componente 
tangencial de B vecina dentro del medio. La condicion para la existencia de 
tal corriente superficial es que B+ % 0; en toda seccion del medio normal al 
campo magnético interior no aparecen corrientes superficiales. 


Veamos ahora qué relacion tiene M (o la constante k) con la constante 
fenomenológica u que habíamos introducido en el caso del solenoide totalmente 
lleno con el medio. Para ello basta contemplar la expresión (3.82), que nos da 
las corrientes superficiales de magnetizaci“on (NÍ)mag = Ymag que aparecen en 
la superficie del medio, y que de acuerdo a la (3.87) estían conectadas con Bı 
(= B en este caso) en la forma 


Qmas = kB = kunl 
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Teniendo en cuenta la (3.82), gmag = — (1 — mje y por lo tanto, 
0 


e (3.88) 


Esto quiere decir que para sustancias diamagnéticas (u < o) k < 0 y para 
sustancias paramagnéticas k > 0. En otras palabras, teniendo en cuenta la 
(3.86), la magnetizaci“on M es opuesta al campo B en medios diamagnéticos 
y del mismo sentido en medios paramagnéticos (ver figura 3.80). 

La (3.88) es formalmente an'“aloga a la relacion electrost “atica Xe = € — €0, 
en la que Xe es la susceptibilidad eléctrica. Al observar como aparecen las 
diferencias e — £o y 1/10 — 1/p, respectivamente, deberíamos llamar a —k 
susceptibilidad magnética del medio. 
Lamentablemente, por razones históricas se 
procede de una manera diferente y confusa, 
en la que se borra la analogía conceptual 
con la electrostática. 

Consideremos nuevamente una superfi- 
cie que limita un medio con el vacío. En esa 
superficie aparece una corriente equivalente 


de densidad 


1 1 Figura 3.79 Camino rectangular cerrado infini- 
Jma. Mi kB; LA E Bı tesimal ABCDA que atraviesa la 
8 uo u superficie del medio material. 


Consideremos el camino rectangular cerrado infinitesimal ABCDA de la 
figura 3.79 y calculemos $ B - d£. Si AD < AB, esa integral será: 


B D 
f B-ae= f B-de+ | B . dl = B, -ôl — Bo- âl = uo I = Ho gmagôl 
c A c 


en la que Bo: es la componente tangencial del campo fuera del medio, en un 
punto infinitesimal príoximo a la superficie. O sea, el salto de la componente 
tangencial es 

Bu — B: = A Bi = — uo Mt 


Si la superficie hubiera sido limítrofe entre dos medios de magnetizaci “on 
Mu y Mu, respectivamente, tendríamos 


AB; = Ba — Bu = po (Ma — M u) = po AM: (3.89) 


Teniendo en cuenta que M: = kB, = (1/po — 1/1)B.+, a partir de la (3.89) 
obtenemos para los módulos 
Bu _ Ba 


3.90 
Uit Hx 30) 
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Es decir, las componentes tangenciales del campo magnético vecino a la su- 
perficie limítrofe entre dos medios estían en relacion con las permeabilidades 
correspondientes. 


Por su parte, las componentes normales no cambian 


como es fácil convencerse al aplicar la relación $ B -dS = 0 a un cilindrito que 
corta a la superficie del medio. 

Nos queda por decir unas palabras acerca del significado físico de M y de 
gmag. Imaginemos recortada una porcion del medio de forma cilíndrica de eje 
paralelo al campo B, en la forma en que se presenta en la figura 3.80. 


diamagnético paramagnético 


Figura 3.80 Porci“on cilíndrica dentro de un medio cuyo eje es paralelo al campo B para los casos dia- 
magnético y paramagnético. 


Por la (3.83), en todo punto de las paredes de ese cilindro habrá una densidad 
de corriente equivalente (nI)mag = |M]. El sentido de esa corriente sería el 
dado en la figura 3.80, según que la sustancia sea diamagnética o paramagnéti- 
ca. En otras palabras, el cilindrito elemental se comporta como un solenoide. 
El momento magnético de un solenoide cualquiera, suma de los momentos 
magnéticos de las espiras microsc “opicas, es m = nI SL = gyS£. El cilindrito en 
cuestión tendrá entonces un momento magnético 


ÔM = gmagÓlóS = |MS =|M|$V 
pero esto quiere decir que la magnetización 


ôm 

M = — 

ôV 
es la densidad de momento magnético en el medio —tal como el vector pola- 
rizaci“on eléctrica representaba la densidad de momento eléctrico—. En otras 
palabras, cuando un medio se encuentra en presencia de un campo magnético, 
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todo sucede como si en su seno aparecieran corrientes eléctricas de modo que 
la densidad de su momento magnético sea M. El vector M describe completa- 
mente el comportamiento de un medio en presencia de un campo magnético. 


À mag 


y) mag (DUIDE) 


Figura 3.81 Seccion normal de un cuerpo que 
se encuentra dentro de un campo 
magnético perpendicular al papel. 


Veamos cualitativamente una razón físi- 
ca intuitiva por la que aparecen las corrien- 
tes de magnetización en la superficie de un 
medio en un campo magnético uniforme. 
Basta observar el corte de la figura 3.81, 
que puede ser la sección normal de un cuer- 
po que &t'a dentro de un campo magnéti- 
co perpendicular al papel. Cada dominio 
es la seccion de solenoide elemental. Cada 
solenoide esta recorrido por una corriente 
superficial de sentido dado en la figura, si 
el vector magnetización es de sentido hacia 
el lector. Obsérvese cómo se anulan mutua- 
mente las corrientes contiguas, quedando 
sin compensar las corrientes en las caras 
que dan a la superficie exterior. 


Las corrientes de magnetizacion no s'odo aparecen en la superficie de un 
medio, sino que pueden aparecer en el interior, en forma de densidad de volumen 
Jmag:- Ello ocurre cuando M no es homogéneo. Considérese el ejemplo de la 
figura 3.82. Correponde a una region en que las “líneas de M” se enrollan 
alrededor de un eje (es el caso en que V x M #0). 


corrientes 
compensadas 


corriente no 
compensada 


Figura 3.82 Regi/on en que las “líneas de M” se enrollan alrededor de un eje. 
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Se ve que a lo largo de ese eje se forma una corriente equivalente consistente 
de corrientes elementales que no son compensadas por corrientes elementales 
vecinas. Tal como en el caso de un dieléctrico teníamos la relación V.P = —ppol, 


en magnetismo tendremos 
V xM = jma 


3.18. Expresiones integrales del campo magnético en presencia de ma- 
teria 


Para terminar la descripción que hasta aquí hemos hecho, veamos cuáles son 
las relaciones integrales que vinculan al campo magnético B con las corrientes 
y el vector magnetizacion. Desde ya, una sería la relacion universal (3.14). La 
segunda se obtiene como veremos a continuación. 


Figura 3.83 Porcion extraída de un medio magnetizado. MM: magnetizaci“on cerca de la superficie. 


En forma equivalente a la seguida en Electrost “atica (seccion 1.23), imagi- 
nemos una porcion recortada de un medio magnetizado, y una curva C sobre 
su superficie 2 (figura 3.83). Sea ôl un elemento de la curva C (de sentido 
arbitrario) y ñ la normal exterior. Por la (3.85) se establecería una corriente 
de magnetizacion en la superficie 9mag = M x ñ, donde M es la magnetiza- 
a'on dentro de la porcion recortada, inmediatamente debajo de su superficie. 
Una corriente superficial de sentido opuesto aparecería en las paredes de la 
cavidad que queda en el medio una vez extraída la porcion recortada (ver el 
razonamiento equivalente con cargas superficiales en electrostática). 

Vamos a mostrar que la circulacion fẹ M -d£ representa la corriente de 
magnetización total Imag = fs Jmag: dS que atraviesa una superficie S apoyada 
en la curva C; su sentido estaría dado por la regla del tirabuz“on. Para ello 
consideremos la figura 3.84. 
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plano de 


Myñh 


Figura 3.84 Representación geométrica del producto vectorial entre M y ñ necesarios para obtener g. 


La cantidad de carga eléctrica que en la unidad de tiempo atraviesa al 
elemento d£, teniendo en cuenta la (3.27), es 


ôImag = |9mag X UP | = |( M x À) x a£| 


Pero (M x ñ) x dl = ñ(M - d£) (por c'alculo vectorial, y teniendo en cuenta 
que ñ L d£). Entonces, sacando las barras para dejar en evidencia el sentido 
de la corriente: 


óLmag = à (M - dl) = M dl 


Entonces, la integral fo M - d£ representa la corriente de magnetizaci “on 
superficial total que atraviesa a la curva cerrada sobre la porcion del medio 
recortada (si es positiva, la corriente atraviesa el contorno hacia la izquierda en 
la figura 3.84). Pero por el principio de conservación de la carga y por el hecho 
de que en estas corrientes de magnetización no puede haber acumulación neta 
de carga eléctrica, esa corriente total fo M -d£ debe refluir. En otras palabras, 
las líneas de corriente superficiales deben cerrarse sobre sí mismas, para lo 
cual deben atravesar en sentido contrario a la superficie S subtendida por 
C como densidad espacial de corriente, o refluir como corrientes superficiales 
sobre el trozo recortado. De lo contrario habría una transferencia neta de cargas 
desde un lado al otro del trozo de materia, que implicar ía necesariamente una 
variacion temporal de carga eléctrica en el medio. En caso de magnetizaci on 
uniforme, el reflujo sería por corrientes superficiales, y la circulacion sería cero. 
En resumen, 


$ M a de = Imag (3.92) 
C 
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en la que Imag es la corriente de magnetización total que atraviesa la superficie 
S (obsérvese atentamente que Imag aparece con su signo dado por la regla del 
tirabuzón). 


Volviendo finalmente al campo magnético, de acuerdo a las (3.75) podemos 
escribir 


P, B- de = jo ive + pio Jonas = po Tire + 0 G M -dl 
C C 


Pasando el último término al primer miembro, y teniendo en cuenta que 
ambas integrales curvilíneas deben ser tomadas sobre el mismo camino C, 


P (B — po M) -d€ = po Tine (3.93) 
C 
Como de acuerdo a las (3.84) y (3.88), para medios no ferromagnéticos 
1 1 
mM=i=(-2)5 


tendremos 


DA po 1 
B-poM=B-=pw |.) B=",B=--B (3.94) 
0 


quedando finalmente 


1 1 
— B - dl = po Dibre O dB - dE = Libre (3.95) 
pr H 


A esta última relación le podemos agregar la expresión (3.14) ($, B -dS = 0), 
siempre v'alida para una superficie cerrada X. 


Las (3.14) y (3.95) son las expresiones integrales para el campo magnético 
en presencia de medios diamagnéticos y paramagnéticos. Obsérvese que difieren 
de las correspondientes relaciones para el vacío (3.18) en que en la primera de 
ellas, es necesario calcular la circulación de la cantidad (1/pr)B, en la que ur 
es la permeabilidad magnética relativa del medio (número puro). ur sería en 
general función del punto, pues el medio no necesita ser homogéneo. Además el 
camino de integración podrá pasar por varios medios diferentes y por el vacío. 
En las (3.14) y (3.95), los datos son llibre (corrientes exteriores) y ur en cada 
punto. 
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Cuando estamos en presencia de medios ferromagnéticos, para los que no se 
puede definir ur, es necesario dejarlos representados por su vector polarización 
magnética remanente Mf preestablecido. En ese caso, la (3.95) quedará como 


fast fura) ew 


Las expresiones integrales (3.14), (3.95) y (3.96) son las más generales del campo 
magnético, y formalmente permiten resolver cualquier problema de corrientes 
eléctricas estacionarias en presencia de medios de cualquier naturaleza. En 
estas relaciones, los datos son Dibre, Hr, M f, en cada punto del espacio. 

El último ejemplo será el del campo magnético de un cilindro ferromagnéti- 
co, con magnetizacion remanente M f, en ausencia de corrientes exteriores. 
Supongamos que la magnetización es homogénea y paralela a su eje de simetría. 
En ese caso debemos usar la (3.96) 


B -dt pop Ms - de 


En esta expresion M y es el dato. Si My es constante y paralelo al eje, en las 
paredes del cilindro habrá una corriente de magnetización dada por la (3.85), 


Imag = Mpx A 


Por lo tanto, el medio se comporta como un solenoide recorrido por una 
densidad de corriente gmag = Mp. Si es infinito, o toroidal de radio muy grande, 
sólo habrá campo en el interior y valdrá: B = uo M£. Si es finito, corresponderá 
al caso (complicado) del solenoide corto. Las líneas del campo son las de la 
figura 3.85: se enrollan alrededor de la pared exterior, que es portadora de las 
corrientes de magnetizaci “on. 


Figura 3.85 Líneas del campo B de un imán de magnetizaci“on M; 
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Allí se quiebran debido al salto de la componente tangencial de B, mientras 
que atraviesan las bases sin llevarles el apunte, pues allí no hay salto de la 
componente tangencial de B, ya que no hay salto de Mt. 

Un trozo de sustancia ferromagnética con magnetización remanente se llama 
man. El momento magnético total de un m'an rectilíneo homogéneamente 
magnetizado de volumen V sería: m = MV = MyS?. An'alogamente a lo 
que sucede con una pequeña espira de momento magnético m, al colocar un 
pequeño iman en un campo magnético exterior, actuaría sobre él una cupla 
C = m x B, |C| = M¡SBsina. Por esta propiedad, el imían sirve como 
instrumento orientador en el campo magnético terrestre. 


Tracemos brevemente la analogía de lo visto hasta ahora, con el compor- 
tamiento eléctrico de la materia. A la izquierda escribimos las relaciones elec- 
trostáticas, a la derecha las equivalentes magnéticas. Sobre la superficie exterior 
de un medio 


di=P-n Ima = Mxñ 


; -30 
En superficie o contorno cerrado en un medio 


P P- dS = -go Q M- de = Inu 
y C 
1 1 
$ (z — p) - dS = —Qlibres ó (B — uo M) - dl = po Dibres 
2 E0 E0 C 
Dentro de un medio”! 
P =X:E M = kB 
1 1 
A == (3-3) 
H po 
En general (excluyendo electretes y ferromagnéticos) 
1 E 1 H 
Er E - dS = — ibre, ENE — B . dl = Libre, r= — 
f aa 3 A po Jib Ç £ 


f E-it=0 $ B-ds=0 
C Y 


30La diferencia de signo entre las dos primeras expresiones proviene de una convencion 
(regla del tirabuzón en /,, y). 

31También aquí la diferencia de signo entre los dos casos proviene de una convenci'on. 
Además, k puede ser < 0 (medios diamagnéticos) o > 0 (paramagnéticos). 
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3.19. El vector H 


Teniendo en cuenta la definición original (3.84) del vector excitación magnéti- 
ca H y la relacion (3.94), podemos expresar H como funcion de B y M en 
forma general 


H=2B-M (3.97) 
Lo 
y en vista de la (3.93), 
f H -dl = Libre (3.98) 
G 


Esta expresión nos dice que la circulación del vector H depende exclusivamente 
de las corrientes exteriores (libres) y que es independiente del medio. Pero esto 
no quiere decir que el vector H en sí sea independiente del medio. Efectivamente, 
una relacion como la (3.18) no basta para definir un campo vectorial. Es 
necesario conocer adem'as la expresi“on para el flujo a través de una superficie 
cerrada. Teniendo en cuenta la relacion (3.14) 


dash (BM) as Maso (3.99) 


La integral f M -dS no es necesariamente nula, y por ello no tiene por qué 
serlo f H - dS. Sólo en aquellos casos, en que por razones de simetr ía se puede 
determinar de antemano que fy M -dS = 0 para cualquier superficie cerrada, 
el vector H será independiente del medio. 

Algo an'alogo sucede con el vector D en electrostatica: si bien el flujo de 
D a través de una superficie cerrada s'do et'a dado por las cargas libres, por 
lo tanto es independiente del medio, la circulación de D no es en general nula 
(D no es conservativo). 


Es importante considerar las ecuaciones diferenciales correspondientes a las 
(3.98) y (3.99) (ver discusión en la p“agina 124) 


V x H = Jibre 
V-H=-V:-M#0 


Esto nos muestra que en condiciones generales H es un campo vectorial mizto, 
ni solenoidal, ni conservativo. 


Volviendo al caso de medios isótropos y homogéneos, analicemos el compor- 
tamiento de H en la superficie de separaci“on de dos medios (o de un medio 
con el vacío). Sean dos medios de permeabilidad ¡u1 y u2, separados por una 
superficie X (figura 3.86). De la (3.90) deducimos 


B B 
aa a o sea Ha = Hi (3.100) 


u2 pa 
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Ba B 2n Ho 


Figura 3.86 Refracci'on de las líneas de B en la superficie que separa dos medios de distinto p. 


En otras palabras, la componente tangencial de H no salta al atravesar la 
superficie de discontinuidad. En cambio, de la (3.91) deducimos 


Bm = Bin o sea 12H = piHin 
En particular, teniendo en cuenta la (3.97) y la (3.91), 


AH, = Hon — Hin = (Man — Min) = -AMn (3.101) 


Volvamos a contemplar las expresiones integrales para H (3.98) y (3.99) 


f H. de = Tibre 
C 


P H -a8 = f M-45 
y 53 


La segunda muestra claramente la carencia de significado físico para H: 
$ M-dS no representa nada físicamente. En cambio $, M - d£ (3.92) representa 
la corriente de magnetización total que aparece en el medio a través del camino 
cerrado C. También la (3.100) y la (3.101) ilustran la falta de significado físico 
de H: la componente normal de H salta en aquellas superficies en que salta 
la componente normal de M, pero en esas superficies no hay nada físicamente. 
En cambio, H es continua a través de superficies en que salta M+, ¡pero es 
precisamente en esas superficies que existen las corrientes de magnetizaci “on! 

Ahora podemos aclarar por qué no hemos definido a la constante k de la 
(3.84) como susceptibilidad magnética (como se debería hacer por analogía a 
la expresi/on eléctrica P = XeE). El nombre de susceptibilidad magnética Xm 
se reserva por razones históricas a la relación 
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Esta relación carece de significado causal, porque lo que magnetiza la materia 
es el campo B, y no el H (¡es como si quisiéramos definir la susceptibilidad 
eléctrica como una constante de proporcionalidad entre P y D!). Obsérvese 
que, de acuerdo a la (3.97), 


MES. =(£- ) tt 
Lo po 
es decir, 
Ho 


A pesar de que los vectores H y D s'do siguen existiendo ocasionalmente 
por razones históricas, hagamos un esfuerzo y discutamos casos en que H puede 
cumplir alguna modesta función auxiliar. Para ello volvamos a contemplar las 
ecuaciones (3.98) y (3.99). Consideremos dos casos extremos: uno en el que 
sabemos de antemano que f M -dS = 0 para cualquier superficie cerrada, 
y otro, en el que no hay corrientes exteriores (I = 0), o sea, en el que solo 
estamos en presencia de un campo magnético de imanes. 


Consideremos el primer caso de ausencia de corrientes de magnetizaci on: 
configuraci“on en que $ M -dS = 0. Si se cumple esta condicion en medios 
homogéneos, V - M = 0 y no hay discontinuidades de la componente normal 
Mn. Las ecuaciones para el vector H son ahora 


$ z d£ = Tibre 


fas 


V x H = Jlibre 
V-H=0 


o en forma diferencial, 


En este caso, H es efectivamente independiente del medio, dado que depende 
sólo de las corrientes exteriores. 

Obsérvese que, a menos de un factor uo, las ecuaciones de arriba coinciden 
con las del campo magnético exterior Bo, producido por las corrientes exteriores 
en ausencia de medios materiales. Por lo tanto, en este caso particular vale en 
todas partes 


1 
H = — Bo 
Lo 
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Esto tiene utilidad práctica: H se calcula de una vez por todas para la configu- 
raci“on de corrientes dada, sin necesidad de tener en cuenta al medio. El valor 
particular de B en cualquier punto r en presencia de medios estaría dado por 
la relacion 


Lo importante es recordar que esto sólo se puede hacer si los medios materia- 
les están dispuestos de tal manera que su magnetización cumple $M. dS =0, 
sin excepcion. Hay muy pocos casos en que esto vale, aunque algunos ocu- 
rren en la príactica con relativa frecuencia (y por ello invitan a generalizar 
incorrectamente). 


Un ejemplo es el ya estudiado solenoide infinito, totalmente lleno de un 
medio homogéneo. En ese caso, B, H y M son homogéneos y paralelos al 
eje del solenoide y nulos fuera de él. La componente tangencial del vector 
magnetizaci“on salta en la superficie lateral del medio (del valor Mte = M a 
cero); su componente normal salta en las bases, pero estas están muy lejos de 
la zona bajo consideraci“on (solenoide “infinito”). Para una superficie cerrada 
en el interior, o cortando al solenoide, valdr'a os M-.dS = MM. fds = 0. 
Queda entonces justificado físicamente el hecho de que en este caso H et'a 
determinado exclusivamente por la corriente exterior y es independiente del 
medio. 


Otro caso en el que se cumple la condici“on $ M - dS = 0 es el corres- 
pondiente a un solenoide circular con diversos medios cilíndricos circulares 
centrados. Nuevamente, por razones de simetría, B, H y M serán paralelos a 
las directrices, y es f'acil ver que se cumple la condici“on de $ M - dS =0. 

En resumen, si tenemos un caso complejo como el de la figura 3.87, en 
el que los medios estían distribuidos con simetría cilíndrica, el campo H sería 
independiente del medio, y valdrá directamente A = nl. 


Figura 3.87 Ejemplo de solenoide con materiales dia o paramagnéticos con geometrías simétricas. 


308 CAPÍTULO 3 


El campo B en cada medio k será directamente 
Bk = ukH = uknI 


La inductancia de una bobina con esa disposicion de medios sería, como se 
comprueba f'acilmente 


2 


2 
n n 
L= — [us S 2. ]=35 5 S 
g MSi + pad +... 7 Uk Sk 


en la que Sp es la superficie de la sección del k-ésimo medio. 


El otro caso a considerar es el de ausencia de corrientes libres, en el que / = 0. 
Esto corresponde a un campo producido exclusivamente por imanes (medios 
ferromagnéticos con magnetización remanente M). Aquí las ecuaciones para 


H son las siguientes 
$ H.d=0 
C 


QH -48 = — Q Mi- d8 = Ios 
z z 


La primera nos dice que en este caso el campo H es conservativo, o sea, 
H deriva de un potencial escalar. Esto simplifica notablemente los cálculos de 
campo para una configuracion de imanes en ausencia de corrientes externas 
libres. Pero s'do cuando por razones geométricas preestablecidas V - M = 0, 
será posible tratar al vector H como un campo conservativo que deriva de una 
función potencial escalar H = —V Y . En ese caso, el problema podrá tratarse 
como un problema potencial con condiciones de contorno. 


Introduzcamos (siguiendo razones históricas) las cantidades 
(mag = —=p0 $ M . ds y O mag = —AMn 
y 
Entonces, la segunda ecuación integral para H se escribe, 
1 
H dS = — (mag (3.102) 
3) Ho 


La equivalencia de esta ecuacion con la $, E -dS = q/s0 (1.51) explica el 
porqué de la confusion con el vector H (y la relacionada con 1/10 y Xm). El 
magnetismo con imanes fue estudiado antes que el magnetismo de corrientes 
eléctricas, y las experiencias hechas con imanes se resumieron en la forma: todo 
sucede como si un imán fuera una sustancia en que aparecen cargas magnéticas 
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(mag que dan origen a un campo que obedece a la Ley de Coulomb. De esta 
manera, igual que en electrost “atica, se llega inmediatamente a una relacion 
integral del tipo (3.102), ¡en la que aparentan corresponderse E con H y £o 
con uo! (ver también apéndice de unidades). 

Examinemos brevemente la configuración del campo H y el significado de 
(3.102) para el caso de un imán cilíndrico, homogéneamente magnetizado con 
magnetización permanente M y. Las líneas de H se muestran en la figura 3.88. 


Figura 3.88 Líneas del campo H. 


Obsérvese que en las bases izquierda y derecha del im'an hay (así se creía a 
principios del siglo XIX) cargas magnéticas, respectivamente de valor 


qm==wMS y  qm=+uoMS 


La región en la que hay cargas magnéticas positivas se denomina polo norte del 
imán, y polo sur la otra. Las expresiones del campo H para este caso indican 
que se trata de un campo conservativo, cuyas líneas nacen y terminan en las 
cargas magnéticas de los polos. Comp “arese este caso con las líneas del campo 
B (figura 3.85): fuera del iman coinciden (ya que H = (1/10)B ); dentro del 
m'an son muy diferentes, de sentido opuesto. Ademas la intensidad de B en 
el interior del im'an es muy grande, debido a que H = (1/10) B — M, y que 
M es en general una cantidad muy grande en ferromagnéticos. Es interesante 
verificar que para un iman muy largo (o un imán toroidal de amplio radio sin 
entrehierro), ¡el campo H es nulo en todas partes! 

En lo que sigue, ¡nos tenemos que enfrentar con un sorprendente contragolpe! 
La figura 3.88 muestra que las líneas de H nacen y terminan en superficies 
(las bases) en que físicamente no hay nada si la magnetizacion se debe a 
espiritas de corrientes elementales de los constituyentes del medio (ver figuras 
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3.81 y 3.82): corrientes de magnetizacion (aquellas corrientes elementales que 
no son compensadas) hay solo en la superficie lateral del im'an, o en zonas 
de inhomogeneidades en que V x M 4H 0. ¡Pero ahí nada le pasa al campo 
H! Todo eso es 100% correcto para medios diamagnéticos, cuyos “atomos o 
moléculas efectivamente tienen un momento magnético debido al movimiento 
orbital de electrones en ciertas capas. La duda emerge con los materiales 
para y ferromagnéticos, cuyos momentos magnéticos elementales se deben al 
spin de electrones -y el momento magnético del electron es una magnitud 
cuántica, la cual no se puede describir como equivalente de una corriente cerrada 
clasica (por ejemplo, como una carga eléctrica rotante)-. Por la misma razon 
no sería legítimo a priori imaginar al momento magnético del electrón como el 
equivalente de un verdadero dipolo de cargas magnéticas inseparables. En ese 
caso, el campo en el interior de un imán sería conservativo, macroscópicamente 
originado en verdaderas cargas magnéticas equivalentes no compensadas en las 
bases del imán. 


En resumen, es necesario decidir experimentalmente si en el caso de imanes 
todo sucede como si el campo macroscópico se originara en corrientes de mag- 
netizaci“on equivalentes en las paredes laterales (caso representado por B), o 
si, en cambio, todo sucede como si el campo se originase en cargas magnéticas 
equivalentes en las bases (caso representado por un vector tipo H).* 


Fuera del imán, no será posible decidir entre estas dos alternativas, ya que 
Bes proporcional a H en todo punto. Esto requiere necesariamente mediciones 
hechas genuinamente en el interior del iman, donde un campo generado por 
corrientes de magnetización en la superficie lateral, es muy diferente en dirección 
e intensidad al campo generado por cargas magnéticas equivalentes en las bases. 
Es fácil ver que el método de las cavidades no serviría para decidir esta cuestión. 


La primera experiencia decisiva para decidir sobre este punto se ha he- 
cho recién en el año 1944, estudiando la deflexi“on magnética que muones de 
muy elevada energía de la radiacion c“osmica sufren cuando atraviesan trans- 
versalmente un im/an de alta imantaci “on. Estas partículas presentan muy 
poca interacci“on con la materia y pueden atravesar decenas de centímetros 
de material ferromagnético sin ser absorbidas ni dispersadas por choques en 
forma apreciable. Pero en su trayectoria estían sujetas a la fuerza de Lorentz 
(3.1) dada por el campo promedio interno del iman. Dado que campos ti- 
po B y tipo H son mutuamente opuestos en el interior del m'an y de muy 
diferente intensidad, los muones deberían desviarse en direcciones opuestas 
(figura 3.89), según responden a B o a un vector tipo H, es decir, según 


32Decidir esta cuestión en base a experimentos con electrones individuales no tiene sentido 
desde el punto de vista cu'antico -s“olo conjuntos estad ísticos de electrones, como en efecto 
existen en los dominios magnéticos elementales de sustancias para y ferromagnméticas 
servirán para ello. 

33F. Rasetti, Phys. Rev., 66, 1, 1944. 
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que en la fuerza de Lorentz (3.1) intervenga B o 0H. Ademas en un caso 

la desviaci“on debería ser mucho mæ notable que en el otro. Hecha la expe- 

riencia, se comprob“o contundentemente que los muones se desvían en la for- 

ma dictada por el vector B, y no como se esperar ía para un vector tipo H. 
w H- 


sur sur 


norte norte 


Figura 3.89 Trayectoria de un mu'on de alta energía cuandio atraviesa un imán, para los casos de un campo 
magnético “tipo B” y un campo “tipo H”. 


Otras experiencias, hechas posteriormente con gran precisión con dispersión 
de neutrones sobre superficies de cristales ferromagnéticos, han confirmado 
plenamente el “triunfo de B sobre H” -jel contragolpe de los “Hachistas” falló! - 
En términos menos políticos: experiencias macrosc “opicas con los conjuntos 
de electrones de spin orientado colectivamente en materiales ferromagnéticos 
confirman el hecho de que cuando momentos magnéticos del electron actúan 
como fuente de un campo magnético, lo hacen colectivamente como si fueran 
espiras de corriente elementales. 


Corriente alterna 


4.1. Los elementos pasivos en circuitos de corriente alterna 


Al estudiar circuitos de corriente continua, hemos visto que estos se com- 
ponen de dos tipos de elementos: los elementos activos o fuentes de tensi“on 
continua (fem de continua) y los elementos pasivos, representados por las re- 
sistencias (figura 4.1). 


i 


E 


Figura 4.1 Circuito elemental resistencia-fuente. 


Para cada elemento pasivo hay una relación lineal entre la diferencia de poten- 
cial aplicada V,' y la corriente que circula por el elemento, dada por la Ley de 
Ohm (2.20) 


V=IR (2.20) 


1De acuerdo a capítulos anteriores, deberíamos denotarla como AV; en lo que sigue, para 
simplificar, eliminaremos el símbolo A, teniendo presente que V siempre representa una 
diferencia de potencial (entre los bornes de una fuente u otro elemento de un circuito, o 
entre un punto del circuito y tierra.) 
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Con esta relación lineal y su parámetro caracter ístico, la resistencia R, es posible 
resolver cualquier asociaci“on de elementos pasivos con ecuaciones algebraicas 
exclusivamente. 

Introduzcamos ahora otros elementos pasivos, y veamos en primer lugar 
su comportamiento frente a una tension continua. Cuando decimos tensi“on 
continua, significamos un potencial realmente constante, o sea, uno que lo 
es “desde hace un tiempo infinito”. Excluiremos aquí el caso de una tension 
constante aplicada después de un instante dado to (figura 4.2): este caso no es 
una tension genuinamente constante o continua. 


| A 
Figura 4.2 Este no es un potencial constante. Figura 4.3 Circuito elemental capacitor-fuente. 


Consideremos en primer lugar un capacitor (figura 4.3). Frente a un po- 
tencial constante no circularía corriente alguna. Las armaduras del capacitor 
estarían cargadas con cantidades de electricidad de signo opuesto y modulo 
IQ| = CV = EC constante. Por lo tanto, el capacitor se comporta frente a 
una tensión constante como un elemento pasivo de resistencia infinita (circuito 
abierto entre los bornes del capacitor). 


Aquí se ve claramente el significado 
que le hemos dado al potencial genuina- 
mente continuo: si conectamos un capa- 
citor inicialmente descargado (V = 0), 
a una fem constante en un instante to 
(figura 4.2), se produciría un fen“omeno 
transitorio de carga del capacitor y cir- E 
culará una corriente variable (véase ecua- 
don (2.23), secci “on 2.6). S'do si la fem Figura 4.4 Circuito elemental inductancia-fuente. 
continúa estando aplicada por un tiempo 
mucho mayor que el tiempo característico T = RC del circuito de carga de la 
figura 4.3, el régimen tendería a estacionario con corriente nula. 


I=-00 


En segundo lugar, consideremos una bobina de autoinducción o inductancia 
(figura 4.4). Frente a un potencial constante que, nuevamente, actúa desde hace 
un tiempo “infinito”, es decir, habiendo esperado un tiempo suficiente hasta 
que se haya alcanzado el estado estacionario (seccion 3.11), la corriente sería 
pr “acticamente infinita si la resistencia interna de la bobina es casi nula. Por 
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lo tanto, la inductancia se comporta frente a una tension constante como un 
elemento pasivo de resistencia nula (cortocircuito entre los bornes de la bobina). 
Por este comportamiento extremo, el capacitor y la inductancia no juegan papel 
alguno como elementos pasivos en circuitos de corriente continua. 


El comportamiento del capacitor y de la inductancia es muy diferente cuando 
la tension aplicada es variable. Como tension variable patron usaremos una 
tension sinusoidal o tension alterna. Ello obedece fundamentalmente a dos 
razones: 


1. Ya hemos visto que es fácil generar una fem alterna (secci“on 3.9). 


2. Si conocemos el comportamiento de un elemento frente a una tensi“on 
sinusoidal, podremos deducir el comportamiento frente a una tensi“on 
periodica cualquiera, mías complicada, descomponiéndola por el método 
de Fourier en oscilaciones sinusoidales puras, analizando lo que pasa con 
cada una de las componentes, y sumando los resultados. 


Estudiemos lo que sucede V 
con cada uno de los tres ele- 
mentos pasivos prototipos, R, 
C y L, cuando les aplicamos 
una tension sinusoidal de la 
forma V = Vocoswt de fre- 
cuencia (expresada en Hertz 
= HZ = s7!) f = w/2n = 1/1 Figura 4.5 Este no es un potencial sinusoidal. 

y amplitud o valor de cresta 

Vo dados (w es la frecuencia angular o pulsación (Mecánica Elemental, sección 
3.g)). Siempre supondremos al origen del tiempo elegido convenientemente, 
como para no tener fase inicial en el argumento de la fem alterna. Ello siempre 
es posible, ya que la fem es la magnitud física que esttía bajo nuestro control: 
es la señal que aplicamos al elemento en cuestion, o sea, el concepto primario 
en el orden de causa-efecto. 


V, cos øt 


Asimismo, también supondremos en todo lo que sigue que la fem aplicada 
es sinusoidal, de par“ametros constantes, desde hace un tiempo infinito. Una 
tension sinusoidal aplicada en un instante to finito no nos sirve, pues no es 
genuinamente sinusoidal en el tiempo (figura 4.5). 


Resistencia 


Para la deducción de la Ley de Ohm no hemos impuesto en ningún momento 
la constancia de Vo ni de /. La relaci“on V = IR vale también para corriente 
alterna (figura 4.6) 


I = V/ R = (W/R) cos wt = lo cos wt 
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En otras palabras, la corriente I tam- F 
bién es alterna, oscilando en fase con la 
tension aplicada, con un valor de cresta 
lo relacionado con la amplitud Vo de la 


tensión de la forma 
HSMN (y) E 


Por lo tanto, un circuito con resistencias 

Z e Figura 4.6 Circuito elemental de alterna 
como únicos elementos se comporta frente con una tesiëtentiz 
a fem alternas en forma semejante al caso 
de fem constantes. Valen todos los métodos y teoremas para la resolucion de 
circuitos vistos en el Capítulo 3. En lugar de las I y €x de las distintas 
ramas del circuito, figurarán los valores de cresta de las corrientes y tensiones 
respectivamente. 


Pt (P) 


Figura 4.7 Potencia disipada en funci“on del tiempo. 


Respecto de la potencia disipada en un elemento resistivo en cada instante, 
sigue valiendo la relacion (2.27). Tendremos entonces 


P=PR=IV I Recos wt 


Esto corresponde a la funci“on peri'odica de la figura 4.7. La potencia media 
disipada en la resistencia sería 


1 f E i 1 1 1V? 
pen Pa= gR f cos? wt dt = -IER = =IoVo = =- 


donde 7 es el período 1/f =21/w. 
Si introducimos el concepto útil de valor eficaz de la corriente y del potencial 
como las raíces cuadradas de los valores medios de sus cuadrados 


1, VE ff Ll? cos? wt dt = Io/ v2 


1 T 
Ve -v= f VÊ cos? wt dt = Vo / V2 
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tendremos para la potencia media 


(P) = LV. = RI} = V} /R (4.2) 


Obsérvese que los valores eficaces /. y Ve son aquellos valores de corriente y 
tensión continuas que disiparían igual potencia en la resistencia. 


Con la nocion de valores eficaces y la relacion (4.2), podemos homologar 
completamente el caso de un circuito con resistencias alimentando por una 
fuente de tension alterna a un circuito de corriente continua, usando las rela- 
ciones correspondientes a este último para los valores eficaces de las corrientes 
y tensiones alternas. 

Si hay varias fem de alterna, de frecuencias y fases diferentes, es necesario 
resolver el caso individualmente para cada fuente y sumar luego las contribucio- 
nes correspondientes. Pero es fácil ver, a partir de las (4.1), que para los valores 
eficaces basta sumarlos cuadráticamente, independientemente de la frecuencia 
y de la fase de cada fuente individual. 


termocupla 


Figura 4.8 Esquema de una termocupla. 


La expresión (4.2) sirve como base para un prototipo de instrumento para 
medir valores eficaces de corriente alterna. Efectivamente, basta tener en cuenta 
que la potencia disipada en una resistencia provoca un calentamiento de la 
misma que , en primera aproximacion, es proporcional a esa potencia (ver la 
pagina 171 en el Capítulo 2). Por lo tanto, la temperatura de la resistencia 
(en equilibrio térmico, a corriente eficaz constante) da entonces una medida de 
la potencia disipada y, con ello, de la corriente que circula. La temperatura 
se puede medir aprovechando la dilataci“on térmica del elemento o con una 
termocupla (figura 4.8). 

Este instrumento, llamado amperímetro térmico se calibra con corriente 
continua. Para que su uso en la rama de un circuito no perturbe lo que se 
desea medir (1), es imprescindible que R sea mucho menor que la resistencia 
equivalente del resto del circuito. El mismo instrumento se puede usar también 
como voltímetro (térmico), siempre que su resistencia interna sea ahora muy 
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grande respecto de la resistencia equivalente del elemento conectado en paralelo 
sobre el cual se quiere medir la tension, para no provocar una perturbaci “on 
(caída de tensi“on) apreciable. Otros instrumentos que pueden ser utilizados 
para corriente alterna se han descripto en la seccion 3.7. 

Hagamos finalmente una observacion importante: hemos dicho que la Ley 
de Ohm vale también para tensiones variables. Pero hay un límite de validez, 
dado por la velocidad de propagacion finita de una señal electromagnética en 
un conductor. Efectivamente, si en un instante dado variamos bruscamente la 
tensión aplicada en los extremos de una resistencia la corriente no variará con 
la misma brusquedad, por cuanto las distintas regiones del conductor se enteran 
recién después de un cierto intervalo de tiempo de la variación introducida. La 
velocidad de propagación de la información por un conductor no está dada por la 
velocidad de los electrones sino por la velocidad de las ondas electromagnéticas 
en el vacío: c= 3 - 10° m/s (que es órdenes de magnitud mayor). 

En resumen, si la tensión varía en un tiempo 7 menor que el tiempo t = d/c 
que la señal emplea en recorrer la longitud d del conductor, ya no valdrá más la 
Ley de Ohm en su forma simple, ni tampoco todo lo que sigue en este capítulo. 
Si, en cambio, las variaciones de la tension se producen m'as lentamente, con 
tiempos característicos T > d/c, podremos usar la Ley de Ohm con todo rigor. 
Si la tension varía sinusoidalmente, lo antedicho equivale a afirmar que las 
frecuencias f = 1/7 deben ser mucho menores que la cantidad caracter ística 
c/d, en la que d es el tamaño del circuito en cuestion. Por ejemplo, para 
d =10 cm, tenemos la condición f < 3- 10% 2/10'm= 3 - 10° HZ = 3000 MHZ, 
para poder aplicar lo anterior y todo lo que sigue. Para d = 30 km (red resistiva 
de una ciudad), la condición es f < 3- 108 2/3-10%m = 10*HZ = 10kHZ. 


Capacitor 


La relacion entre la carga q de las 
armaduras del capacitor y el potencial 
V = Vocoswt aplicado (figura 4.9) estía 
dada por (1.65) 


q=Cv 
Derivando respecto del tiempo, obtene- 
mos la intensidad de corriente instantánea 
dq dV Figura 4.9 Circuito de alterna elemental 
I= a C w C Vow sen wt con capacitor. 


Para una tension V = Vo coswt pondremos esto en la forma 


IT = Io cos (ut + 5) (4.3) 
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donde lo = CVow o Ie = CVew (recuérdese que según las (4.1), el valor eficaz 
siempre es 1/y/2 veces el valor de la cresta). 
Observemos que: 


1. La intensidad de corriente está desfasada respecto del potencial aplicado 
en +7 /2 (figura 4.10). O sea, cuando la tension es extrema, la corriente 
es nula y viceversa. El signo positivo del desfasaje significa que Z estía 
adelantada respecto de V, o sea, que es positiva cuando V es creciente. 


Figura 4.10 Intensidad de corriente y potencial vs. t: I está desfasada respecto de V en +71/2. 


En general se prefiere trabajar con el desfasaje del potencial respecto de 
la corriente. En este caso, el desfasaje será, evidentemente, igual a —r /2. 
O sea, el potencial estía atrasado en 7/2 respecto de la corriente. En la 
práctica, con todo, interesa s'do el valor absoluto del desfasaje. 


2. Los valores de cresta o los valores eficaces están en relación lineal 
Vo = Zclo 10) Ve = Lolo 


en donde el factor i i 


wC 2rfC 
se denomina la reactancia del capacitor, o reactancia capacitiva. Tiene 


dimensiones de resistencia (ohm), y juega un papel formalmente análogo 
a la misma, pero para los valores eficaces (o amplitudes) exclusivamente. 


ZO (4.4) 


En otras palabras, respecto de los valores eficaces (o amplitudes) de una 
tension y corriente alterna, un capacitor se comporta como un elemento de 
resistencia Zo = eD Por ejemplo, un capacitor de 1 pF presenta a una tensión 
de frecuencia 50HZ una reactancia de 1/27 - 50-107 = 3200 Q. En cambio 
para una frecuencia de 10 kHZ, la reactancia es de sólo 16 Q. 

Como se ve, la reactancia Zo depende de la frecuencia f = w/2r de la 
tension aplicada. En particular, tiende a infinito para f > 0 . Ello es natural 
puesto que f = 0 significa tension continua. Y un capacitor implica circuito 
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abierto para una tensión continua. Cuanto mayor sea f (o w), menor será Zc, o 
sea, menor será la resistencia que el capacitor ofrece a una corriente alterna. De 
esta manera un capacitor sirve para bloquear una corriente continua, dejando 
pasar f“acilmente una corriente alterna. 

Respecto del balance de potencia en el caso del capacitor, tendremos la 
potencia instant ‘anea 


To Ve 
P = IV = —IoVocos wtsenwt = as sen 2wt = — le Vesen 2wt 


Para la potencia media valdrá 
1 T 
(P) = -rve | sen 2wt dt = 0 
T Jo 


No hay disipaci“on de potencia en promedio (figura 4.11). El balance de 
potencia instantánea consiste en una transferencia periódica de potencia de la 
fuente al capacitor (a su campo eléctrico) y viceversa, sin pérdida alguna por el 
camino. Esto solo vale si despreciamos pérdidas en el dieléctrico del capacitor 
y considerando que la resistencia interna de la fuente es cero. 


Pi 


(P) 


Figura 4.11 La potencia media es nula en un circuito compuesto por un capacitor y una fuente variable. 


Observemos finalmente que en el caso del capacitor ya no hay mas una 
relaci on lineal entre V e I como funciones del tiempo. La relaci'on lineal solb 
subsiste para los valores eficaces o las amplitudes. V e / obedecen a funciones 
trigonométricas diferentes (relacion (4.3)). 


inductancia 


En el caso de la figura 4.12, tendremos la siguiente relacion (seccion 3.11) 
entre el potencial aplicado y la corriente 


dl 
V = — Eind = Lg 
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L 


Figura 4.12 Circuito alterno elemental inductancia-fuente. 


Para obtener la intensidad de corriente en el instante t es necesario integrar 


t t 
Vo "Ae Vo 
r= j a= f y “oswtdt = ~y sen wt 


Para V = V cos wt, esto lo pondremos en la forma 
I = locos (st E 3) (4.5) 
con lo = Vo(1/wL) o Ie = Ve(1/WL). En este caso, la intensidad de corriente 


esttía desfasada en —7T/2 respecto del potencial (atrasada, figura 4.13). Este 
último esta adelantado en r/2 respecto de la corriente. 


Figura 4.13 Intensidad de corriente y potencial vs. t: I está desfasada respecto de V en —1r/2. 
La relacion entre los valores eficaces es nuevamente lineal 
Ve = ZLle 


con 
Zi =WwL=2rfL 


Zı es ahora la reactancia de la bobina de autoinducción, o reactancia inductiva. 
En este caso, aumenta con la frecuencia f = w/2r de la tension aplicada. En 
particular, si f +0, Zz — 0 (lo que indica que una inductancia no presenta 
resistencia a la corriente continua). Por ello, una bobina de elevada inductancia 
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bloquea el paso de una corriente alterna, pero deja pasar libremente una corriente 
continua. 

Una inductancia de 100 mH, por ejemplo, presenta una reactancia igual 
a27150-0,1 = 31,50 a una corriente de 50 HZ. Para 10kHZ, en cambio, la 
reactancia se eleva a 6280 Q. También en este caso, no hay relación lineal entre 
V e I como funciones del tiempo, puesto que obedecen a distintas funciones 
trigonométricas. Es s'do entre los valores eficaces que subsiste una relaci“on 
lineal, dada por la reactancia Zz. 


La potencia instant ‘anea es 
1 
P = IV = IoVosen wt cos wt = 510o sen 2wt = IeVe sen 2wt 


La potencia media nuevamente es nula: la fuente intercambia energía peri'odi- 
camente con la bobina (con su campo magnético), sin perderse nada por el 
camino. Eso no es estrictamente cierto en la practica, puesto que una induc- 
tancia siempre tiene una resistencia interna no nula (que por lo tanto disipa 
potencia). Por otra parte, en una inductancia con núcleo de hierro, existen 
pérdidas de potencia en el mismo, por efecto de disipación por histéresis y por 
corrientes de Foucault.” 


Resumamos el comportamiento de los tres elementos pasivos prototipos 
frente a una tensión alterna aplicada entre sus bornes: 


1. La resistencia da como resultado una corriente alterna cuyo valor eficaz 
depende de la tensión en la forma lineal 


y cuya fase es idéntica a la de la tension. El factor de proporcionalidad 
(resistencia) es independiente de la frecuencia (dentro de ciertos límites, 
página 318). La potencia media disipada est'/a dada por (P) = TeVe. 


2. El capacitor da como resultado una corriente alterna cuyo valor eficaz 
depende de la tensión, en la forma lineal 


Ie = Ve donde Zc = 1/wC = 1/27 fC 


La fase de la corriente estía adelantada en 7/2 respecto de la tension; el 
factor de proporcionalidad (reactancia capacitiva) depende de la frecuen- 
cia en la forma indicada. El capacitor bloquea el paso a una corriente 
continua, dejando pasar la alterna tanto m's f'acilmente cuanto mayor 
sea su frecuencia. La potencia media disipada es nula. 


2Bucles de corriente en escala microscopica inducida en las núcleos de hierro de las 
bobinas. 
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3. La inductancia da como resultado una corriente alterna, cuyo valor eficaz 
depende linealmente de la tensión en la forma 


1 
Le yv donde Zr =wL=2rfL 


La fase etía atrasada en 7/2 respecto de la tension; el factor de propor- 
cionalidad (reactancia inductiva) depende de la frecuencia en la forma 
indicada. La inductancia deja pasar libremente la corriente continua y 
bloquea el paso a la alterna, tanto más cuanto mayor sea su frecuencia. 


4.2. El formalismo complejo 


Hasta aquí hemos considerado el comportamiento individual de los tres 
elementos característicos: R, C y L frente a una tension alterna. Nos toca 
ahora estudiar qué sucede al asociar dos, tres, o más de estos elementos pasivos, 
para formar un circuito de corriente alterna. 


Cuando asociamos varias resistencias para formar un circuito de corriente 
continua, hicimos uso de la relacion lineal entre corriente y potencial para 
deducir el comportamiento de varias resistencias acopladas. La solucion del 
problema consistía en la resolución de ecuaciones algebraicas. Vimos que para 
fem alternas aplicadas a un circuito que contiene resistencias exclusivamente, 
subsistía una relación lineal entre las funciones del tiempo V e I. La resolución 
de circuitos de corriente alterna con resistencias exclusivamente, también se 
reduce a un problema algebraico -hom ‘ologo al correspondiente de corriente 
continua— por cuanto basta trabajar con los valores eficaces o de cresta, ya que 
todo está en fase. 


¡Qué hermoso sería si para el caso de capacitores e inductancias también 
tuviéramos una relaci “on lineal entre V e I como funciones del tiempo! En 
ese caso, sería juego de niños (precoces) deducir qué sucede con la asociacion 
de estos elementos en serie y/o en paralelo. En otras palabras, si logr aramos 
convertir las relaciones (4.3) y (4.5) entre corriente y potencial en proporciona- 
lidades algebraicas, ¡habríamos encontrado la clave para resolver el problema de 
circuitos de alterna en forma algebraica! Pues bien, es posible encontrar esta 
proporcionalidad algebraica con el solo artificio de introducir valores complejos 
para el potencial y la corriente. 


Consideremos a este efecto el caso del capacitor. Vimos en la (4.3) que valen 
las siguiente expresiones 


V = Vocoswt 


I = locos (st + 5) (4.6) 
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Estas funciones reales no las podemos relacionar entre sí algebraicamente, sino 
sólo diferencialmente (una es la derivada de la otra). Introduzcamos ahora dos 
funciones complejas V e I de la forma 


YV = Vel”! 
I = Ioe“ P 


en las que se usa la letra j en lugar de la ¿ para designar a vV —1 (para no 
confundir con la corriente) y en las que Vo e lo son en general, dos parámetros 
(amplitudes) complejos. ¡Obsérvese desde ya que ambas funciones contienen la 
misma funcion temporal e“ El desfasaje estía absorbido en los coeficientes 
complejos Vo e Io.” 

Conectemos estas funciones complejas con nuestras funciones físicas (reales) 
V e I en la forma 

V =Re(v) 


I =Re(l) 


donde Re(V) y Re(l) significan parte real de los números complejos V e I, 
respectivamente.* Teniendo en cuenta las relaciones (4.6) para el caso del 
capacitor, debería ser en este caso 


Vo = v Parámetro real 
Io = jlo Parámetro imaginario puro 
Efectivamente 
Re(V) = Re [|Voe™"] = Re [Vo (coswt + jsenwt)] = Vo coswt 
Re(I) = Re loe””"] = Re [jlo (coswt + ¿senwt)] = 


= Re[-Iosenwt + jlo coswt] = —Iosenwt = locos (wt + 3) 


satisfaciendo entonces ambas relaciones (4.6). Como Vo = (1/wC) Io, obtenemos 
la siguiente relacion entre las amplitudes complejas Vo e lo 


1 1 lo j 
i O? wC j | Z| í 


3Recordemos que ejt = cos wt + j sen wt, ver M. Balanzat, Matem “atica Avanzada para 
la Física. Eudeba, 1994. 

4Es importante comprender claramente el significado del uso de números complejos: raíces 
cuadradas de números negativos no existen en ninguna parte del universo -sin embargo “de 
prepo” las introducimos definiendo para ellas operaciones matemáticas concretas y ateniéndo- 
nos a la premisa de que en física lo único que vale en última instancia en una operaci'on 
matem “atica con números complejos, por complicada que sea, son los números reales de lo 
que se define como “parte real” y “parte imaginaria” de un número complejo. 


4.2. EL FORMALISMO COMPLEJO 325 


Multiplicando ambos miembros por la funcion temporal e/* 


mente ; . 
V= Vo“ = -4 Ioe“ = -5 I 
Ww 


obtenemos final- 


En otras palabras, hemos encontrado la tan deseada relacion algebraica y 
lineal entre el potencial y la corriente, con sólo introducir funciones complejas 
para los mismos. 


Yy = Zeol (4.8) 
El factor de proporcionalidad, en este caso imaginario puro, 
1 1 
Lo =-j =-—) 4.9 
¡E a 0665) 


se denomina impedancia del capacitor. Su módulo 


1 
Lol =— = £ 
[Zo | OS 


es lo que habíamos denominado reactancia capacitiva del elemento (4.4). To- 
mando modulos en la (4.8), obtenemos 


V| = Vo =|Zollll = Zeh = Gh 
wC 

que coincide con la relación deducida originalmente para los valores de cresta. 
En la relación (4.8), el parámetro complejo de proporcionalidad Zo contie- 
ne a la vez las dos informaciones necesarias para vincular la tension con la 
corriente: la relacion (Zc) entre sus amplitudes (o valores eficaces) y el desfa- 
saje (del potencial respecto de la corriente). Efectivamente, podemos escribir 

la impedancia compleja del capacitor en la forma polar 


Lo = [Zo] e13 = [Zo] ACE) 


Aquí el [Zc| relaciona las amplitudes de V e I, mientras que 7/2 representa el 
desfasaje del potencial respecto de la corriente. 


La introducción de funciones complejas (4.7) para el potencial y la corriente 
no constituye problema alguno para el caso de resistencias: por estar en fase 
V e I, tendremos 


Vo = Vo Real 
Io = Lo Real 
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La relacion entre Y e I, escrita en la forma algebraica lineal 
YV = ZRI 
está dada por una impedancia (real), igual a la resistencia 
ZR=R (4.10) 


Finalmente nos queda por encontrar la formulación compleja para el caso de la 
inductancia. En ese caso, partiendo de dos funciones complejas (4.7), se deberán 
cumplir las expresiones del potencial y de la corriente (4.5) en la forma 


V = Re [Voe] = Vocoswt 


I Re [Ioe] = locos (st = 5) 


Por lo tanto, es fácil verificar que 


Vo = Vo Real 
lo = —jlo Imaginario puro 


La relacion entre Y e I nuevamente es lineal 
Y = ZLI 


en la que 
Zr = jwL = j2r fL (4.11) 


es la impedancia de la bobina. Escrita en la forma polar 
Zi = |Zr| et? 


nos dice que la relaci“on entre las amplitudes del potencial y de la corriente 
está dada por el valor Z = wL, y que el desfasaje del potencial respecto de la 
corriente es +7/2 (o que el desfasaje de la corriente respecto del potencial es 
—1,/2). Obsérvese bien que tanto en Zc como en Zz aparece el desfasaje de V 
respecto de I, y no viceversa. 


4.3. La impedancia compleja 


Ahora estamos en condiciones de encontrar el procedimiento algebraico para 
resolver los casos de asociaciones arbitrariamente complicadas de elementos R, 
C, L. La receta es muy simple, ya que hemos encontrado para los tres casos 
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elementales una relación lineal V = ZI entre tensión y corriente. Consideremos 
una asociaci“on en serie de estos elementos (figura 4.14). 


Z y Zo Z3 Zs 


Figura 4.14 Circuito con elementos Z en serie. 
Evidentemente en cada instante 


V = Vı + Y2 + V3 + Va +... 


Pero para cada elemento 
Vi=Z1l Va=Zo21l V3=Z3l Y4 = Zal 
la corriente I es la misma en todos los elementos. Por lo tanto 


YV = (Zi + Z2 + Z3 + Za+...)I= ZI 


en la que 


Z = Zi + Z2 + Z3 + Z4 +... (4.12) 


O sea, la impedancia de un sistema de elementos asociados en serie, es la 
suma de las impedancias de los elementos individuales. Por ejemplo si tene- 
mos la asociacion en serie de una resistencia, una inductancia y un capacitor, 
tendremos de acuerdo a las (4.9), (4.10) y (4.11) 


1 
Z=Zr+ Zi +Zo=R+j (wL) (4.13) 


En general para un número arbitrario de elementos en serie 


L= y. Bi +j (Lon - Y) (4.14) 


k k 


La parte real de Z es siempre positiva, y representa la suma de las resistencias 


Re(Z) = Re = ma) 
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Se denomina componente resistiva de la impedancia. Obsérvese que si Re(Z) = 
0, necesariamente cada una de las Rx debe ser cero: no puede haber resistencias 
en el circuito. La parte imaginaria 


Im(Z)=X= 2 wLjy= LO Ea (4.15) 


se denomina reactancia o componente reactiva. Puede ser positiva, negativa o 
nula. 

Contemplemos ahora las impedancias Z1, Z2, Z3, ... asociadas en paralelo 
(figura 4.15). Tendremos evidentemente 


Zilı = Zəl2 = Zalz =---=V y IA AA | 


Por lo tanto, para la impedancia total vale 


y así queda 
1 1 1 1 
= j | fiak 4.16 
Z Li Za Z S 


La inversa de la impedancia total de una asociacion en paralelo etía dada 
por la suma de las inversas de las impedancias de los elementos en paralelo. La 
inversa de la impedancia se denomina admitancia. 


Figura 4.15 Z en paralelo. 


Si denominamos Rx y Xx las partes resistivas y reactivas del k-ésimo ele- 
mento en paralelo, respectivamente, y |Zk| = y Ri + XÈ el correspondiente 
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módulo de su impedancia, es fácil verificar algebraicamente a partir de la (4.16) 
que para las partes resistiva y reactiva de la impedancia total vale 


R=Re(Z) = > : (4.17) 


Obsérvese que a diferencia de lo que sucedía en el caso de elementos en 
serie (4.14) ahora también intervienen en Re(Z) las partes reactivas Xx de los 
diferentes elementos en paralelo. Pero siempre lo hacen en expresiones cuadráti- 
cas. Por lo tanto Re(Z) sigue siendo siempre positiva; en particular, Re(Z) = 0 
implica, como en el caso de elementos en serie, ausencia de resistencias en el 
sistema. Im(Z) puede ser positiva, negativa o nula. 


Con encontrar la impedancia total de un sistema está resuelto el problema, 
puesto que ella contiene la información completa que se necesita para vincular 
el potencial con la corriente. Efectivamente, basta escribirla en forma polar 


Z=R+jX=Ze* 


en la que:? 


Z =|Z|=/Re(ZP + Im (Z}? = VTX? (4.18) 


(4.19) 


La relacion general entre V e I será entonces 


V= Zeta 


5La ecuación 4.19 no determina unívocamente el ángulo p. Para ello habría que agregar una 
relación más, por ejemplo para el coseno: cos y = Re(Z)/Z. Pero por lo dicho anteriormente 
Re(Z) siempre es positivo, y con ello cosg. Por ello basta en general el valor de la tangente 
de p. Por otra parte, en la mayoría de los casos sólo interesa el valor absoluto de (y. 
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Tomando parte real, se ve que Z representa el cociente de los módulos y con 
ello, el de las amplitudes o valores eficaces de V e I. Por su parte, y representa 
el desfasaje del potencial respecto de la corriente. Téngase bien presente, de 
una vez por todas, que el desfasaje y definido en la (4.19) es el “angulo de 
fase del potencial respecto de la corriente y no el de la corriente respecto del 
potencial. 

Ahora resalta con claridad por qué el concepto físico de impedancia (que 
relaciona la corriente con el potencial) debe estar representado por un número 
complejo en el caso de corriente alterna: la impedancia nos debe dar mas 
información que la que un solo número puede dar. Nos debe proveer la relación 
entre los valores de cresta o valores eficaces de V e I, y nos debe dar su 
desfasaje mutuo. Hace falta por lo tanto un ente con dos componentes, para el 
cual, además, estén definidos la suma y el producto. Ese ente debe ser, entonces, 
un número complejo. 


En resumen, dada la impedancia Z de un sistema, y conocido el potencial 
aplicado en la forma V = Vocoswt, la corriente real estaría dada en la forma 
I = Io cos(wt — p), en la que 


Lo = vo 
yRe(Z) +Im(Z) 


ares 


m (Z) 
Re (Z) 


Y p = arctan 


Si en cambio conocemos la corriente, dada en la forma / = Io coswt (esto 
siempre se logra eligiendo convenientemente el origen de tiempo), el potencial 
será V = Vo cos (wt + p), con 


Im(Z) 
Re(Z) 


Vo = loy/Re (Z) + Im (Z) y Y = arctan 


4.4. El balance de potencia 


Nos corresponde ahora analizar el balance de potencia para el caso general 
de una tensión alterna V aplicada a un circuito de impedancia total Z. Teniendo 
en cuenta la relacion general entre V e I (reales), tendremos para la potencia 
instantánea 


P =V I = V Ío cos wt cos (wt = p) 


4.4. EL BALANCE DE POTENCIA 331 


Esto se puede transformar trigonométricamente en la forma 


cos wtcos (wt — y) = cos wt (cos wt cos y + sen wt sen p) 


2 
= cos Y cosl wt + sen py cos wt sen wt 


1 + cos 2wt sen 2wt 
= COS Y 2 H sen y 7 


1 1 
3 cos Y + 3 (cos 2wt cos y + sen 2wt sen p) 


1 1 
= 5 C089 + Cos (2wt — p) 


Por lo que se tiene 


Esto representa una funcion que tiene un término constante y uno que 
oscila sinusoidalmente con frecuencia doble a la de la tensión aplicada. Para la 
potencia media valdría entonces 


Vol 
(P= e cos p = Vele cos p (4.20) 


Obsérvese en qué forma decisiva el desfasaje y determina la potencia media. 
Si no hay desfasaje, la potencia media es máxima para un producto Vľe dado. 
Si el desfasaje es +7/2, la potencia media es nula cualquiera sean h y Ve. 
Veamos qué significa esto físicamente. Para ello recordemos la expresión polar 
(4.18) para la impedancia 


Z = Ze = Z (cos + j sen p) 


Entonces 
Re (Z) Re (Z) R 
E a = === (4.21) 
2 BA) VEA 
Así la (4.20) se convierte en 
(Py = Vol. Re7 = PRe(Z) (4.22) 


Pero hemos visto, por la (4.7) o la (4.17), que Re(Z) contiene las resistencias 
del circuito en forma lineal y positiva. La (4.22) indica entonces que la potencia 
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media es disipada en las resistencias del circuito. Esto es inmediato para el caso 
de elementos asociados en serie; para elementos en paralelo es posible demostrar 
usando la (4.17) y operando algebraicamente, que 72 Re(Z) = X`, IŻ Rk en la 
que Ik es la corriente eficaz que circula por la resistencia Rk. 


El factor cos y = Re(Z)/Z, que conjuntamente con /. y Ve determina la 
potencia media disipada en el sistema de impedancia Z, se denomina factor 
de potencia. cos y = 0 implica Re(Z) =0 y con ello, necesariamente ausencia 
de resistencias en el circuito. Por eso, tampoco hay disipaci“on de potencia. 
La condicion cosy = 1 significa potencia m arima para una dada tension Ve 
y una dada corriente le. Obsérvese que cosy = 1 implica Re(Z) = Z, o sea, 
Im(Z) = X =0. Pero esto no necesariamente implica ausencia de inductancias 
y capacitancias. Efectivamente, en la (4.15) se ve que X puede ser nula sin 
serlo las inductancias y capacitancias: basta que se compensen mutuamente los 
términos positivos y negativos. Lo mismo vale para la (4.17) de una asociación 
en paralelo. 


Cuando la reactancia de un circuito es nula, se dice que el circuito estía 
en resonancia. Un circuito en resonancia se presenta a la fuente como una 
resistencia pura. En ese caso, la potencia disipada es máxima, para una corriente 
Ie y una tensión Ve dadas. 

Frecuentemente el estudiante se sorprende ante el hecho de que dos ele- 
mentos atravesados por la misma corriente eficaz y a la misma tension eficaz 
puedan disipar potencia en forma distinta, según el valor del factor de potencia 
(4.20). En otras palabras, le sorprende el hecho de que una cosa tan etérea 
como el desfasaje entre corriente y potencial juegue un papel tan esencial en 
el balance de energía. Aclaremos esto con el siguiente ejemplo. Sean tres ele- 
mentos como en la figura 4.16. El primero sólo tiene una componente resistiva; 
el segundo, es mixto, y el tercero s'do tiene componente reactiva. 


I f 


€ 


€ 


Figura 4.16 Tres circuitos elementales: resistivo, mixto, reactivo, respectivamente. 
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Supondremos que los tres elementos son atravesados por la misma corriente 
eficaz le a la misma tension eficaz Ve. Según las (4.18) y (4.20), las potencias 
medias disipadas en los tres casos son 


(P), = LV. cos p = L.Ve Rea) = Ile Ve = (P) max 
1 
Re (Z2) Roa (Ph 
(Pha = TeVe == TeVe = < as 
a VRat X A14 (xa /rey 
Pearu _ y 
Z3 


¿Por qué razón física los tres elementos disipan potencia diferente si todos son 
atravesados por la misma corriente a igual tension? La cosa es muy simple: 
dado que en los tres casos la corriente fe y la tension Ve son las mismas, los 
módulos de las impedancias deben ser iguales en los tres casos. 


Zi = Z2 = Z3 = Ve/lo 


Rı = 4\/ R2 + X} = X; 


Ello quiere decir que R2 < Ri (y, naturalmente, que R3 = 0). Pero, al ser las 
resistencias los únicos elementos en los que se disipa potencia, habría menos 
potencia disipada en Ra que en Ri, a igualdad de corriente eficaz, y ausencia 
total de disipaci“on en el caso 3. En otras palabras, los tres circuitos ofrecen 
la misma oposicion (¡impedancia!) al paso de la corriente. Pero el primero lo 
hace con una resistencia pura; el segundo lo hace con una resistencia menor, 
compensando eso con una reactancia (absorbiendo por ello menos potencia) 
y el tercero lo hace exclusivamente con una reactancia (la cual no absorbe 
potencia alguna). El factor de potencia mide entonces el grado de participación 
de los elementos disipadores de potencia, resistivos, en una impedancia dada. 
Dicho de otra forma, la (4.20) nos mide la proporcion en que participan los 
elementos resistivos en la acción de oponerse al paso de la corriente alterna. Un 
factor de potencia 0,45 indica que el 45 % de la oposici “on en una impedancia 
dada proviene de resistencias (que chupan potencia). Un factor de potencia 
0,01 indica que el 99% de la oposición es hecha por inductancias y capacitores 
(que no absorben potencia). 

El hecho de que un elemento reactivo no disipe potencia no es siempre 
cierto. Efectivamente, un capacitor con dieléctrico sólido o líquido y una induc- 
tancia con núcleo de hierro (o con resistencia interna) presentan una disipación 
de potencia apreciable. O sea, el factor de potencia de un capacitor o una 


O sea, 
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inductancia en estas condiciones no es nulo. Si por razones de comodidad, se 
quiere seguir utilizando el concepto de impedancia en estos casos, entonces, por 
(4.20) deberá ser Re(Z) = RH 0. O sea: todo sucede como si el capacitor y la 
inductancia se presentaran con una resistencia interna o no nula. 

Obsérvese por último que si deseamos medir la potencia entregada a un 
elemento cualquiera de un circuito de alterna, no basta con medir la diferencia de 
potencial aplicada y la corriente que circula. Es necesario, además, determinar 
el desfasaje mutuo, y con ello el factor de potencia (4.20). S'do si estamos 
seguros de que se trata de una resistencia pura, o sea de que la reactancia del 
elemento es nula, sería suficiente determinar Je y Ve Un instrumento que mide 
directamente la potencia entregada a una carga fue descripto en la sección 3.7 
(watt ímetro). 


4.5. Representación polar 


Como todo buen número complejo, Z admite una representación en forma 
de vector bidimensional (figura 4.17). También las amplitudes complejas de V 
e I se pueden representar como vectores. Muchas veces esto es muy útil en la 
pr“actica. En la representacion de la impedancia, se visualizan claramente las 
componentes resistiva y reactiva, y el ángulo de desfasaje y. La impedancia de 
un sistema de elementos en serie se puede determinar gr “aficamente sumando 
vectorialmente las impedancias individuales. 


t eje t eje 
imaginario imaginario 


Z 


componente 
reactiva X 


componente eje 
resistiva R real 


Figura 4.17 Izquierda: Representación polar de la impedancia compleja. Derecha: suma vectorial de impe- 
dancias desfasadas entre sí. 


En el caso de elementos compuestos por una resistencia pura, por una 
inductancia pura y por un capacitor puro, se obtienen los vectores dados en la 
figura 4.18. 
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[Im 


Figura 4.18 Representación polar de impedancia resistiva, capacitiva e inductiva, respectivamente. 
Al representar en forma polar las amplitudes Vo del potencial e Io de la 


corriente, cada uno en su propia escala, se visualiza en forma clara el “angulo 
de desfasaje y (figura 4.19). 


0 


Figura 4.19  Posici“on relativa de los vectores Vo e lp, con el ángulo de desfasaje ọ entre ellos. 


Para los tres casos particulares de la figura 4.18 obtenemos la representaci “on 
de la figura 4.20. 


[m Im Im 


Re Re Re 


Resistencia Inductancia Capacitor 


Figura 4.20 Representación polar de la corriente y potencial de los casos de la figura 4.18. 
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Las cantidades instantáneas del potencial y de la corriente serán 
V=Voe'** Leh" 


están representadas por los vectores amplitud correspondientes, rotados en un 
“angulo wt respecto de la posicion inicial. Como en general s'do interesa la 
posicion relativa de los vectores V e I, y dado que ella es independiente del 
tiempo, basta trabajar con los vectores de las amplitudes complejas. 


4.6. Aplicaciones: asociaciones RL y RC 


Veamos unas aplicaciones concretas. 
Consideremos en primer lugar la asocia- 
don en serie de una resistencia R con 
una inductancia L (figura 4.21). Este es 
un caso que siempre ocurre, por cuanto 
una inductancia siempre tiene una resis- 
tencia interna, por pequeña que esta sea. 
Además, ya hemos visto que en el caso de 
una bobina con núcleo de hierro, la disi- 
pación de potencia en el núcleo puede ser E 
representada como la accion equivalente Figura 4.21 Circuito RL. 
de una resistencia en serie. Por último, la 
misma fem aplicada tiene una resistencia interna, que entonces aparece en serie 
en la inductancia, y que consideraremos incluida en R (esa fem también tendrá 
una reactancia inductiva interna, que consideraremos incluida en L). 


La impedancia total con que el sistema se presenta a la fuente (cuya fem 
será indicada siempre con £) es, de acuerdo a la (4.12) 


Z = Zr + ZL = R+JjwL 


Por lo tanto, sin más trámite, la relación entre los valores de cresta € e Í será, 
de acuerdo a las (4.18) 


2 L (Z| = REF PD 
0 


y el desfasaje entre el potencial y corriente 


O sea, 


m 
© 
m 
(y) 
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y también 
fe = ae cos (wt — p) 
VRF oI j 
si el potencial aplicado es € = £ coswt. El gr’'afico de Z y ọ en funci’'on de la 
frecuencia angular w está dado en la figura 4.22. 


> > 


w w 


Figura 4.22 Gráfico de Z y ( vs. w para un circuito RL. 


Obsérvese que si w — 0 (¡corriente continua! ), Z — R (se ignora la bobina) y 
Y > 0 (¡en fase! ). Si w —> 00, Z —> wL (R despreciable frente a wL) y y > 7/2 
(inductancia pura). 

En realidad, lo que importa en estos casos extremos es el orden de magnitud 
dew respecto de R/L, o sea el orden de magnitud del período T = 27 /w respecto 
del tiempo característico (3.11) 7 = L/R del circuito transitorio RL. Si T > 7, 
el circuito se comporta como una resistencia pura, si T < 7 lo hace como una 
inductancia pura. 


[Im [m4 


ØL 


Figura 4.23 Representación polar para el caso RL. 


La representación polar para este caso está dada por la figura 4.23. El factor 
de potencia es, de acuerdo a la (4.20) 


Re(Z) R 1 
Z VR. AL? y1+4(Lw/R?) 


cos p = 
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Es tanto más grande (cercano a 1), cuanto mayor sea la resistencia (mayor 
la participacion del elemento dispersivo). Para la potencia media tenemos 


(P) = IeVe coso = IZR = VŽ /R 


que es independiente de la frecuencia. En esta expresion se ve claramente el 
hecho de que es disipada totalmente en la resistencia. Si la bobina tiene núcleo 
de hierro con pérdidas de energía por el fenómeno de histéresis o por corrientes 
de Foucault, todo sucede como si el elemento se presentara con una resistencia 
R incrementada convenientemente, como para dar cuenta correctamente de 
todas esas pérdidas. 

Para las tensiones Vz y Vr en la bobina y la resistencia tenemos respecti- 
vamente 


teni 
y 2 => 7, 
Esto quiere decir que para sus amplitudes vale 


Io wLEo Vr = REo 
A NR PL? VEFE 


Los desfasajes de Vz y Vr respecto al potencial aplicado € estarán dados por 


YL = arctan (D vr = arctan (aa) 


VL 


Re (ZL/Z) Re(Zr/Z,) 
Como 
Zi  jwL  jwWL(R-jwL) wI? +jwLR 
Z R+jwLl RES "REI? 
y 
Zr R — R(R-jwL) 
Z REGULE RETA 
tendremos 


T 


R wL 
YL = arctan A = 3 = ø VR = arctan R = —9 


Obsérvese que Vr está en fase con I (lo que es lógico) y que Vz está desfasado 
en 7/2 respecto de I (lo que también es logico). La representaci“on gr'afica del 
potencial aplicado € como suma de Vr y Yz ilustra claramente los resultados 
analíticos obtenidos (figura 4.24). 
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Figura 4.24 Representación polar de los potenciales. 


Circuito R y C en paralelo 


El siguiente ejemplo será el de un capacitor en paralelo con una resistencia 
(figura 4.25). 


Figura 4.25 R y Č en paralelo, con fuente alterna €. 


La impedancia total estará dada ahora por la relación (4.16) 


1 1 1/R — jwC 
Z= = E = 2 2/12 
1/Zr+1/Zc 1/R+jwC  1/R*+w“C 
E R COR? 
Ti} RU J 14 RARO? 
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Por lo tanto 


VEFIOTR R 


“OR EPR 


El desfasaje estará dado por 


Im 
tan y = Re(Z) = —wCR 


En este caso, el potencial atrasa respecto de la corriente o lo que es lo mismo 
la corriente adelanta respecto del potencial. El gr'afico de Z y y en funcion 
de w etía dado en la figura 4.26. Obsérvese el comportamiento en w — 0 (o 
sea T > RC). En este caso Z > R y y > 0: el sistema se comporta como 
una resistencia pura. Para w — 00, o mejor, para T =1/f < RC, Z > 1/4wC 
y p > 1/2. En ese caso el circuito se comporta como un capacitor puro. En 
particular, si para una frecuencia f dada, la capacidad C — oo, tendremos 
L>0. 


Figura 4.26 Gráficos de Z y ( vs. w para un circuito RC. 


El factor de potencia sería, de acuerdo a la (4.21) 


Re (Z) — 1 
Z — VIERPO? 


Obsérvese que es tanto más grande (más cercano a uno), cuanto menor sea 
la resistencia R. Este aparente contrasentido se entiende fácilmente, si se tiene 
en cuenta que los elementos R y C están en paralelo y que, cuanto menor sea 
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R, mayor será la fracción de corriente que pasa por R (disipando entonces más 
potencia). Para la potencia media tendremos 


(P) = LeV cos y = IRJ (1+ Rug) 


Es facil verificar que este valor es precisamente el cuadrado de la corriente 
eficaz que pasa por la resistencia, multiplicado por R. Efectivamente 


Z, Z 1 
Ir= -I  asíque Ir, = 5k = L 
2 ZR A He ZR TAROT 
Entonces 
R 2 


(P) = ETTR T AR 


Lo que vuelve a ilustrar claramente que la potencia se disipa exclusivamente 
en la resistencia. 


Resumamos el comportamiento característico de los elementos de las figuras 
4.21 y 4.25: 


1. Para frecuencias muy bajas o fuente de tensiones continuas, ambos cir- 
cuitos se comportan de la misma manera: como una resistencia pura. 


2. Para tiempos característicos L/R o RC largos en comparacion con el 
período 1/f de la fuente (es decir, para valores elevados de L o C o para 
frecuencias f elevadas), ambos elementos tienen un comportamiento muy 
diferente entre sí: se presentan como una inductancia o una capacitancia 
pura, respectivamente, ofreciendo por lo tanto una impedancia grande en 
el primer caso y pequeña en el segundo. 


Ya se ha dicho que un capacitor comercial con dieléctrico s'olido o líquido 
siempre presenta pérdidas en el dieléctrico por una serie de efectos que se 
presentan fundamentalmente a alta frecuencia o a alta tensión (conductividad 
no nula, descargas, histéresis eléctrica, etc.) Un capacitor con pérdidas de esa 
naturaleza puede representarse como un circuito RC en paralelo, en el que 
la resistencia R es aquella equivalente que disipar ía la misma potencia que el 
capacitor real, en las condiciones de trabajo dadas. 
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4.7. Circuito resonante 


Como último ejemplo, estudiaremos el caso más general de una asociación 
R, C y L en serie” (figura 4.27). 


Figura 4.27 Circuito RLC resonante. 


Ya hemos visto que la impedancia total está dada por la (4.13) 


1 l 1 
Z=Zr+Z1+Zo=R+j(wL- 5) =R+j (2/23, 57) 


La corriente eficaz será entonces 
te a te 
Z| yR + (wL -= z) 


El desfasaje y del potencial respecto de 
la corriente obedecer “a la relacion 


= Im f 


øL 


2 


Im(Z) X wL- 


tan p = e= 
P=ReZ) R R : 
En la representación polar, el vector Z oC 
se compone de la suma vectorial de tres | 


vectores, como en la figura 4.28. 
Figura 4.28 Componentes inductiva, resistiva y 


El factor de potencia del sistema es capacitiva de la impedancia Z para 
un circuito RLC en serie. 


Re(Z) R 
- yr + (wL — eei 


6Consideraremos incluidos en R, L y C la resistencia y reactancias internas de la fuente 
de tension. 
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y la potencia media 


R 


(P) = Vicos = E? 
R? + (wL = a 


(4.23) 


Nuevamente, es f'acil ver que esta es precisamente la potencia disipada en la 
resistencia. 


Estudiemos la dependencia de la impedancia y del desfasaje con la fre- 
cuencia angular w. Obtenemos curvas del tipo de la figura 4.29. Observamos 
que para frecuencias muy pequeñas, el sistema se comporta como un capacitor 
puro; la impedancia crece indefinidamente al tender w a cero; el “angulo de 
desfasaje tiende a —7/2. En general, cuando la reactancia es negativa, se dice 
que el circuito es capacitivo. En un circuito capacitivo, la corriente siempre está 
adelantada respecto del potencial. 


Iziĵ p| 


R 


zona zona 
capacitiva inductiva 


Y 


Figura 4.29 Gráficos de Z y gp vs. w. 


Para frecuencias muy grandes, el sistema se comporta como una inductancia 
pura; la impedancia aumenta indefinidamente al tender w a infinito y el ángulo 
de fase tiende a +r/2. En general, si la reactancia es positiva, al circuito se 
lo califica de inductivo. En un circuito inductivo, la corriente estía atrasada 
respecto del potencial. 


Hay una frecuencia característica wo para la cual se cumple que 
X = Im(Z) = (woL — 1/w0C)=0 (4.24) 


Esto es 


wo = 1/ VLC 
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En esta frecuencia la impedancia es mínima, de valor R, y el “angulo de fase 
es nulo: el sistema se comporta como una resistencia pura, está en resonancia. 
Obsérvese que a wo = 1/v LC le corresponde un período para la tensión alterna 


T = 2rvV LC = 2r /TLTC 


en el que 7z = L/R y Tc = RC son los tiempos característicos de los sistemas 


RL y RC, respectivamente. La frecuencia fo = wo/2r = 1/27 V LC se denomina 
frecuencia de resonancia del circuito. Téngase siempre presente que en L, C 
y R se deben incluir las contribuciones respectivas de la fuente de tensión. La 
figura 4.30 muestra la situación correspondiente al caso de resonancia, para la 
representación polar de Z. 


Im 4 


OL 


iguales ZL=R 


1 Re 
oC 


Figura 4.30 Componentes de la impedancia en el caso de resonancia. 


Representemos finalmente, la corriente eficaz en funcion de w, para una 
tensión eficaz aplicada constante. Obtenemos una curva como en la figura 4.31. 


1 


0 w 
Figura 4.31 Corriente eficaz I, en funcion de w. 
Para la frecuencia de resonancia, Ie es máxima. Si la resistencia tiende a cero, 


la corriente tiende a infinito en w = wo, (pues entonces el sistema estía en 
cortocircuito para w = wo). El límite R — 0 nunca se podría alcanzar en la 
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practica, puesto que la bobina siempre tendría una resistencia no nula. En la 
figura 4.32 se observan varias curvas de le para diferentes valores de R. 


Respecto de la potencia media como 
función de la frecuencia, obtenemos cur- z + 
vas cualitativamente semejantes a las 
de la corriente eficaz. Para w = wo, 
el factor de potencia es unitario y la 
potencia es m'axima valiendo E/R de 
acuerdo a (4.23). 


Analicemos ahora la tension que 
aparece entre los puntos AB sobre el 
capacitor (figura 4.33). Tendremos 


yezis- s 
“== “y 


O sea, para los valores eficaces, 


Zc 
V. = qt Figura 4.32 Efecto de la resistencia R sobre la 


resonancia. 


Aquí Ze = 1/wC y 


2 
Z=4|R*+ a 
wC 


Entonces, para el cociente Ve/Ee 


Ve 1 
Ee 


= (4.25) 
CUR 
W R + (w T 50) Figura 4.33 Potencial sobre el capacitor en un 
circuito de resonancia. 
Estudiemos el comportamiento de esta función en las vecindades de la frecuencia 
de resonancia wo. Para ello introducimos el par “ametro 
O f-—fo 


wo fo 


que representa el apartamiento relativo de la frecuencia respecto del punto de 
resonancia. Este par“ametro se denomina disonancia. Para pequeños valores 
de a: (despreciables frente a la unidad), se puede transformar la (4.25) en la 
expresión 

Q 


= (4.26) 
1+ (2Qa) 
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1 wL 1 JL 
CO E yá 520 


es un número adimensional, llamado factor de mérito; para una resistencia 
R pequeña puede ser muy grande (100-1000, o m'as). El grafico de Ve/Ee en 
función de a está dado en la figura 4.34, para diferentes valores de Q. 


en la que 


Figura 4.34 V,/E, para diferentes valores del factor de mérito Q, vs. el apartamiento relativo a de la 
resonancia. 


Recuérdese que solo vale para a pequeños, o sea, pequeños apartamientos 
respecto de la frecuencia de resonancia. En particular, para el caso resonante 
(œ = 0) tenemos 


V./€. =Q (4.28) 


Por ello, el factor de mérito Q se denomina a veces, coeficiente de sobretensión. 
Para Q grande, la tensión eficaz en el capacitor es mucho mayor que la tensión 
de la fem aplicada. Cuando el sistema está en resonancia, se comporta como un 
multiplicador de tension. El grafico muestra adem'as que cuanto mayor sea el 
valor de Q, tanto más aguda será la resonancia, es decir, tanto más rápidamente 
caerá la curva Ve/€e en funcion de a. 

El intervalo de frecuencias relativas Aa = Af/ fo dentro del cual el cociente 
de V./€. es mayor que 1/y/2 veces el valor máximo de V./€. (igual al intervalo 
dentro del cual la potencia disipada es superior a la mitad de la potencia máxi- 
ma), se denomina ancho de la banda (de frecuencias) sintonizada por el circuito, 
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o simplemente, ancho de banda del circuito (ver figura 4.35). Evidentemente, 
es aquel valor para el cual, según la (4.26), 


Aa= === (4.29) 


Aquí resalta claramente el significado de la agudeza de la resonancia: cuanto 
mayor sea Q, menor será Aa, y con ello, más angosta la región de frecuencias 
para las que hay entrega de potencia apreciable (y valor de V./€. apreciable). 
Recuérdese siempre que en L, R y C figuran implícitamente las caracter ísticas 
de la fuente; por eso (2, y con ella, todas las caracter ísticas de sintonía también 
dependerán de la fuente utilizada. 


Ps La relacion (4.29) es la expresion 
que permite medir el Q de un circui- 
to resonante. Para ello, se desintoniza 
el circuito, variando en general la ca- 
pacidad C (no la frecuencia, que, en 
general es fija). Con ello, varía la fre- 
cuencia de resonancia, y también a. 
Graficando Ve o (P) en función de a, 
« 0 > se obtiene Aa o Q (figura 4.35). 

Todo esto tiene gran importancia 
práctica. Efectivamente, sea un circui- 
to RLC como el aquí estudiado, de alto valor Q, al que se le enchufa una señal 
muy débil, que contiene toda una ensalada de frecuencias distintas (como por 
ejemplo, la señal que capta una antena común de radio). Entonces, sobre el 
capacitor (y también sobre la bobina), s'do aparecería una diferencia de po- 
tencial apreciable para aquellas frecuencias que sean iguales o cercanas a la 
frecuencia de resonancia fo = wo/2r = 1/27 v LC. En otras palabras, de todas 
las frecuencias presentes en la tension de entrada, solo se reforzar an aquellas 
muy vecinas a la frecuencia de resonancia, contenidas en un intervalo del or- 
den de Aa = 1/Q. En la técnica se dice que “el circuito sintoniza la señal 
de frecuencia fo con un ancho de banda Aa”. Si en cambio, Q es bajo, el 
refuerzo es pequeño, y la banda de frecuencias intensificadas es muy ancha (o 
sea, ¡seguimos teniendo una ensalada de frecuencias! ). Es por ello que a Q se 
le dio el nombre de factor de mérito, o selectividad del circuito. 


Como de acuerdo a la (4.27), Q = (1/R)yL/C, y L y C en general no se 
pueden alterar puesto que ambos determinan la frecuencia de resonancia, la 
calidad de sinton ía estará determinada por lo pequeño que se pueda hacer R. En 
otras palabras, la calidad de un circuito resonante depende fundamentalmente 
de la calidad de la bobina utilizada (resistencia interna lo más pequeña posible). 


Pio 


(Pinas dims 


2 


Figura 4.35 Potencia P vs. œ-ancho de banda. 
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Observemos finalmente que, si bien un circuito RLC en serie es un multi- 
plicador de tensión, no es un multiplicador de potencia. En otras palabras, con 
él podemos intensificar una señal de tension, pero no podemos intensificar su 
energía. Volveremos a este punto más adelante. 

Por último, contemplaremos el balance instantáneo de potencia del circuito 
en resonancia, en cada uno de sus elementos constituyentes. Para ello escri- 
bamos la expresion para la potencia disipada en un elemento cualquiera de 
impedancia Z en la forma: ” 


P =Re(V) Re(I) = Re(ZI) Re(I) = Re(Z) Re(1)° — Im(Z) Im(D) Re(l) 


Para cada uno de los tres elementos RLC, tendremos entonces 


Pr = Re(Zr)Re(M?-—Im(Zr) m(IRe(l) = RRe(M?” 
Pe = Re(Zi)Re(D?—Im(Zz) m(MRe(l) = —wLIm(D Re(I) 
Pc = Re(Zc) Re(M? — Im(Zc) Im(D) Re(l) = -> Im (1) Re(1) 


Analicemos lo que sucede en el capacitor y en la inductancia. En resonancia, 
wLo = 1/wCo y entonces 


Esto significa que en resonancia hay un juego mutuo de energía entre el capacitor 
y la inductancia. En promedio, ese juego no representa pérdida ni ganancia de 
energía alguna. En m'odulo 


Hesien = (a) E E E (2) E 


=wLo (2) sen (wot — p) cos (wot — p) = Q (P) nax > sen [2 (wot — p)] 


Obsérvese en la figura 4.36 que esta oscilaci“on de potencia entre capacitor 
e inductancia se produce con una amplitud iQ (Pmax, que puede ser conside- 
rablemente mayor que la potencia m'axima (P}max entregada por la fuente al 
sistema en resonancia. Pero, lamentablemente, esa potencia oscilante no puede 
ser aprovechada fuera del sistema capacitor-inductancia. 


TRecuérdese que Re( AB) = Re(4) Re(B) — Im(4) Im(B). 
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Pl (P) maz 


Ps 


LN 


Figura 4.36 Balance de potencia en la inductancia y el capacitor. 


4.8. Problema general de circuitos de corriente alterna 


Al haber logrado establecer una relacion lineal entre la tension alterna 
aplicada a un elemento de un circuito, y la corriente que por él circula, mediante 
la introducción de números y funciones complejas, hemos abierto el paso para 
una resolucion algebraica de los circuitos de corriente alterna. La magnitud 
física clave para este problema estía representada por la impedancia compleja 
de un elemento, o de una asociación de elementos, la que vincula corriente con 
potencial aplicado, y que provee en forma elegante la informacion necesaria 
para el uso de estos circuitos en la práctica: la relación entre los valores eficaces 
de potencial y corriente, y el ángulo de desfasaje. 

Con la introducción de la impedancia compleja, el problema de la resolución 
general de circuitos de corriente alterna se reduce a un problema algebraico, 
formalmente idéntico a la resoluci“on de circuitos de corriente continua. La 
única diferencia reside en que aquí se trata de ecuaciones lineales en cantidades 
complejas, con coeficientes complejos, y en que estos coeficientes dependen de 
la frecuencia de la (o las) fem aplicadas. Por lo tanto, en principio, valen todos 
los teoremas y “recetas” practicas establecidas para la resolucion de circuitos 


de corriente continua, por supuesto aplicadas e interpretadas con el cuidado 
debido. 


Pasemos revista a lo tratado en corriente continua, y traduzc “amoslo al 
idioma alterno. 


Fuentes de tensión alterna 


Toda fuente de tension alterna estía caracterizada por dos magnitudes ca- 
racterísticas: la fuerza electromotriz (de valor eficaz y frecuencia dados) y la 
impedancia interna Zi (resistencia interna y reactancia interna dadas; para un 
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generador de alterna, la reactancia interna es en general inductiva). Si una 
fuente se conecta a una carga de impedancia Ze, tendremos un circuito como 
el de la figura 4.37, valiendo 


Zi = Ri+ j¡X; Xi =wL; — l 
wCi 
Ze = Re +j Xe EE 
WwCe 
E 
a Zi + Ze 
O sea, 
== 2 (4.30) 
RO AA 
y 


tan p = A 
= Ri+Re 
Ri + Re 


(4.31) 


Si se cumple la relacion 


1 1 1 
Xi + Xe = (Li + Le | =U 
i (a >) 


el circuito completo estía en resonancia, y se 
comporta como un circuito puramente resisti- 
vo. Obsérvese bien que para estar en resonan- 
cia no lo debe estar el circuito de carga, sino 
el conjunto carga + fuente. 

Respecto de la potencia media transferida 
de la fuente a la carga, estaría dada por la 
expresión: 


(Pje = I Re 
O sea, de acuerdo a la (4.30) 


Figura 4.37 Circuito RLC fuente y carga 
más general. 


EZR: 
RFS EGE 


(Pes 


8Ya sabemos que el capacitor y la inductancia no absorben potencia. 
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Esta no es toda la potencia que entrega la fem. La potencia total vale, de 
acuerdo a las (4.30), (4.31) 


iia = IeEe COS P 
E? (Re+ Ri) 
(RERIN ERA 


Se ve que ella contiene, además de (P}„, la potencia que se disipa en la resistencia 
interna de la misma fuente. Para una dada fuente, la potencia (P), transferida 
a una carga es m'axima absoluta cuando se cumplen dos condiciones a la vez 


1. que la reactancia total del circuito fuente + carga sea nula: X; + Xe = O. 


2. que la resistencia de carga Re sea igual a la resistencia interna de la 
fuente: Re = Ri. 


Efectivamente, si el circuito fuente + carga está en resonancia, desaparece 
del denominador en (P), el término (X; + X.)?. En esas condiciones, queda la 
expresión totalmente análoga a la (2.40) para corriente continua 


2 
Ca = E 
que pasa por un m'aximo en Re = Ri, de valor ez /4Ri, y que representa la 
potencia máxima que se puede extraer de una fuente dada. Puede verse el caso 
análogo para corriente continua, ecuaciones 2.44 y 2.45. 

Verifíquese que las condiciones 1 y 2 para transferencia máxima de potencia 
equivalen a decir que la impedancia interna de la fuente debe ser conjugada 
compleja de la impedancia de carga 


Zi = Ze 


Si el circuito de la fuente es inductivo (X: > 0), como ocurre con un generador 
de alterna, el circuito de carga debe ser capacitivo (Xe < 0), para lograr la 
condición X;+Xe =0. Si no lo es de por sí, se debe agregar un capacitor en forma 
adecuada para convertirlo en capacitivo. El procedimiento para lograr máxima 
transferencia de potencia a una carga se denomina en la técnica adaptación de 
impedancias. 


Leyes de Kirchhoff 


Un circuito de alterna en general se compone de una asociación de elementos 
y fuerzas motrices en forma de red. Las asociaciones en serie de varios elementos 
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constituyen las ramas de la red; un punto en que converjan varias ramas se 
llama nodo. Un circuito cerrado de ramas constituye una malla. Para cada 
rama se especifica la impedancia y la fem total que hay en la misma. Tal como 
en circuitos de corriente continua, se asigna a priori un sentido a cada rama 
y un sentido de recorrido a cada malla. El resultado final (por ejemplo, las 
corrientes en cada rama en función de las fem) es independiente de los sentidos 
arbitrariamente asignados. 


Para circuitos de corriente alterna valen las Leyes de Kirchhoff (ver sección 
de Leyes de Kirchhoff en el capítulo 2, sección 2.13) sólo que se deben expresar 
para las cantidades complejas (Ex, Ik, Zk), y para una frecuencia dada. Si hay 
fuerzas electromotrices de distintas frecuencias, debido al hecho de que las 
impedancias Zk dependen de la frecuencia, es necesario resolver el problema 
para cada frecuencia componente y sumar el resultado linealmente. 


Las Leyes de Kirchhoff serán ahora 


En cada nodo: ` Ik= 0 
k 


En cada malla: De Zrkik = NE (4.32) 
k 


Estamos suponiendo aquí que la frecuencia es la misma en todas las fem Ek; las 
Ik y las Ek son las amplitudes complejas, lo que hace que podamos olvidarnos 
del factor e/“*. 


En la primera relacion, se deben contar como positivas las corrientes que 
corresponden a ramas de sentido convergente hacia el nodo, y viceversa (si se 
quiere, se puede elegir una convención opuesta, sin alterar por ello el resultado). 
En la segunda relacion, se deben contar como positivos los términos Zyx ly de 
aquellas ramas cuyo sentido coincide con el del recorrido de la malla en cuestión, 
y viceversa. 


El signo de las fem requiere una especial consideración en corriente alterna. 
Ante todo, tengamos presente que asignarle un signo positivo o negativo a los 
valores complejos de I o de € implica mantener su fase, o modificarla en m 
(180°), respectivamente (47? = — Ae 24). Cuando en un circuito tenemos 
una sola fem, su fase inicial es arbitraria, y siempre se puede tomar igual a 
cero (eligiendo convenientemente el origen de los tiempos, ver página 315). Por 
ello, cuando hay presente una sola fem de alterna, siempre la podemos contar 
como positiva en el recorrido de una dada malla. Si ahora esa misma fem es 
compartida con otra malla, o sea, si aparece en el recorrido de otra malla, y si en 
ese recorrido es atravesada en el mismo sentido que en la malla anterior, la fem 
también debe tomarse como positiva en la ecuación (4.32) correspondiente para 
la segunda malla. Un ejemplo de este caso estía ilustrado en la figura 4.38. Si, 
en cambio, una dada fem aparece en el recorrido de una segunda malla, siendo 
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atravesada en sentido contrario al correspondiente a la primera malla (figura 
4.39), la fem debe ser tomada como negativa en la ecuación correspondiente a 
la segunda malla. 


E>0 


Por hipótesis 


E (N) || Malla 1 Malla 2 : E>0 

Por ser recorrida en 

el mismo sentido que 
la malla 1. 


Figura 4.38 Circuito con dos mallas, cada una con sentidos asignados. 


E>0 


Por hipótesis 


Malla 1 (Ay) Malla 2 3 eci 
E Por ser recorrida en 
sentido contrario al 
de la malla 1. 


Figura 4.39 [Ídem figura 4.38, con la fem en otra rama. 


Si tenemos más de una fem (todas de la misma frecuencia), ya no les podre- 
mos asignar fases en forma arbitraria. Las diferencias de fase entre las distintas 
fem son en general un dato, propio para cada par de fem. La informacion 
acerca de este dato et'a contenida en el valor complejo de la amplitud Eok de 
cada fem O 

En = Ec" = [Equ [e t eI 
en el que Yk representa la fase inicial de la k-ésima fem. Para una sola de 
las fem se puede fijar arbitrariamente 41 = 0 (lo que define el origen de los 
tiempos). Los 4,1 son entonces los desfasajes de las fem respecto de la primera 
fem. 

Al escribir las ecuaciones correspondientes a las Leyes de Kirchhoff para un 
circuito cualquiera, se llega a un sistema lineal de ecuaciones algebraicas en 
las n incógnitas Ik (tantas como ramas) con los datos Zk (una impedancia por 
rama) y Ek (una, ninguna o varias por rama; todas de la misma frecuencia). 
Siempre es posible encontrar un número suficiente de ecuaciones como para 
resolver el problema. 


El problema es formalmente idéntico al caso de circuitos de corriente con- 
tinua; la única diferencia estía en que las cantidades con que se trabaja son 
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complejas, y así lo serán los determinantes que aparecen. Las soluciones dadas 
en general en forma de cociente de determinantes deben ser puestas en la forma 
binomial? 

Ik = Re(Ix) + j Im(Iz) 
(Esto es a veces muy trabajoso y aburrido), para que se pueda hallar su módulo, 
o su valor eficaz, y su fase (respecto de aquella fem que se eligió como referencia). 


Teorema de Thévenin 


El hecho de que la resolucion de circuitos de alterna sea formalmente o 
algebraicamente idéntica al caso de corriente continua nos lleva inmediatamente 
a la conclusión de que la noción de circuito equivalente y el teorema de Thévenin 
también tendrán validez para corriente alterna. Esto es muy importante, por la 
gran utilidad practica de este teorema y del concepto de circuito equivalente. 


Efectivamente, por un camino completamente an'alogo al seguido en la 
sección 2.15 (reemplazando las R por Z, y recordando que todas las cantidades 
son complejas), se demuestra que todo circuito de alterna se comporta respecto 
de dos nodos cualesquiera, como una fuente de alterna, de una dada fem y 
de una dada impedancia interna. Esta fem y la impedancia se llaman fem 
equivalente e impedancia equivalente con que se presenta el circuito entre esos 
dos nodos respectivamente. La impedancia equivalente también se denomina 
impedancia de entrada. Tanto la fem como la impedancia equivalente dependen 
del par de nodos elegidos. La impedancia equivalente es también la impedancia 
que el circuito pasivo correspondiente presenta entre los dos nodos dados. Al 
considerar esto último hay que tener cuidado de no olvidar en el circuito pasivo 
correspondiente, las impedancias internas de las fem reales que figuran en 
el circuito original. De esta manera, siempre podemos reemplazar un circuito 
complicado por uno simple, que conste solo de una fem y una impedancia en 
serie. 


El teorema de Thévenin, que se demuestra en forma algebraicamente idénti- 
ca al caso de corriente continua nos afirma que la fem equivalente entre dos 
nodos de un circuito de alterna estía dada por la diferencia de potencial que 
existe entre los dos nodos en el circuito abierto, y que la impedancia equivalente 
es la impedancia con que se presenta el circuito entre esos nodos, cuando se eli- 
minan todas las fem (cuidando de dejar sus respectivas impedancias internas). 


Para hallar la impedancia equivalente entre los dos nodos, se puede proceder 
en forma análoga que en corriente continua: basta considerar que, cortocircui- 
tando los mismos con un conductor de impedancia nula, circulara por él una 
corriente llo = €eq/Zeg. Entonces 


Zea = Eeq/To (4.33) 


9Esto se facilita recurriendo al método de representación polar. 
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al 


O sea, la impedancia equivalente está dada por el cociente entre la fem equiva- 
lente y la intensidad de la corriente que circularía entre los nodos si estuvieran 
cortocircuitados. 


Por último, la linealidad de las ecuaciones que ligan las corrientes y las 
fem implica autom “aticamente que la corriente en una dada rama depende 
linealmente de cada una de las fem. En otras palabras, cada fem envía su 
contribución a cada rama en forma independiente de las demás fem (este es el 
teorema de superposici“on). De esa manera es f'acil resolver el caso de circuitos 
con fem de distinta frecuencia, incluso mezcladas con fem de continua. Basta 
resolver el circuito para cada una de estas fem y sumar las contribuciones 
individuales. En particular, si nos interesan s'odo los valores eficaces de la 
corriente, basta sumarlos cuadr “aticamente 


4.9. Ejemplos: el circuito resonante y el circuito antirresonante 


Veremos una aplicación de todo esto. Para ello, consideremos nuevamente el 
circuito RLC en serie, resonante. Habíamos visto por la (4.28) que ese circuito 
se comporta como un multiplicador de tensión. También habíamos insistido en 
que, a pesar de ello, no era un multiplicador de potencia. Vamos a precisar eso 
ahora. 


Figura 4.40 Circuito resonante con carga. 


Consideremos el circuito RLC en resonancia de la figura 4.40, alimentado 
por una fem €, y contemplemos como nodos los puntos A y B de los bornes del 
capacitor. Por el teorema de Thévenin, el circuito RLC se comportará respecto 
de esos bornes como una fuente de fem equivalente €e4, y de impedancia 
equivalente Ze. 
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Analicemos por ahora s'do los valores eficaces. La fem equivalente tendra, 
de acuerdo a la (4.28) y al teorema de Thévenin, un valor eficaz 


ES = Vo, = Q€e 


Para hallar el módulo de la impedancia equivalente, podemos usar en primera 
instancia la (4.33). Cortocircuitando A con B anulamos la acción del capacitor 
y nos queda un circuito RL en serie, estudiado en la sección 4.6. De acuerdo a 
las relaciones vistas en esta sección, la corriente Jo, será entonces 


p- Ee E Ee 
"= Jere RAFE 
O sea, de acuerdo a la (4.33) 
Zea = Vo./ Io, = RQ V1 + Q? (4.34) 


El producto RQ = wLo = Xz tiene en general un valor dado “normal”, pero 


4/1 +Q? = Q, si Q > 1. Entonces 
Zeg = wLoQ > wLo 


O sea, la impedancia equivalente es muy grande; tanto m's grande, cuanto 
mayor sean Q o la fem equivalente. En otras palabras, cuanto mejor sea el 
circuito resonante (o sea, mayor su factor de mérito Q), peor será como fuente 
de tension (mayor su impedancia interna y, con ello, menor su rendimiento). 


Por último, echemos un vista- 
zo al ejemplo anterior, consideran- 
do el circuito pasivo correspon- 
diente visto desde los nodos AB 
como se ve en la figura 4.41 (ya 
hemos dicho en varias oportuni- 
dades que siempre consideramos 
incluidas en R, L y C las carac- 
terísticas internas de la fuente). 


Visto desde los bornes del ca- 
pacitor, este circuito se presenta 
como un capacitor y una induc- 
tancia en paralelo. Un sistema así se denomina circuito antirresonante. La 
impedancia compleja que presenta entre A y B se calcula a partir de la (4.16) 


Figura 4.41 Circuito antirresonante con bornes al aire. 


1 1 1 


Z —j/wC —R+juL 
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Es decir, 

_ (55/40) (R + juL) 

= R+j(WL-1/wC) 
El m'odulo de la impedancia estaría dado directamente por la relacion de los 
módulos correspondientes 


z- (uC VR? + w?L? 
y ER + (wL -1/w0Y 


(4.35) 


Como funcion de w, obtenemos la curva de la figura 4.42. Observamos un 
comportamiento inverso. Por eso, al circuito RLC en paralelo se lo llama 
antirresonante. La impedancia pasa por un valor máximo, el cual es tanto más 
elevado y tanto mas agudo, cuanto mayor sea el Q del circuito. 


mar 


` P 
KA I TT ae 


ONO zona Co. 


|- inductiva : capacitiva 
Omar w 


Figura 4.42 Impedancia de un circuito antirresonante como función de w. 


El valor de wmar para el cual Z es m'axima estía dado por la solucion de 


ðw =0 
OR A T 
Wmax = L C — Rf = wo 1 — Q (4.36) 


en la que wo = 1/ VLC es la frecuencia de resonancia del circuito en serie y 


Q = wLo/R. Se ve que para un Q muy alto, “max ® wo. El valor máximo de Z 
resulta, reemplazando la (4.36) en la (4.35) 


Z (tmas) = RQY1+Q? 
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que coincide con el valor hallado con tanta sencillez en (4.34), usando la relación 
(4.33). 

Obsérvese que, mientras que el circuito resonante es especialmente transpa- 
rente a frecuencias cercanas a la resonancia, el circuito antirresonante corres- 
pondiente es particularmente opaco a esas frecuencias (en esta propiedad se 
basa el principio del funcionamiento de los filtros). 


Ahora se comprende en forma mæ clara por qué un circuito resonante en 
serie no es una fuente elevadora de potencia: en los nodos entre los que aparece 
la tension sobreelevada, el circuito resonante se presenta precisamente como 
antirresonante. Por lo tanto, cuanto mías elevado sea el Q (mayor la tension 
obtenida), tanto mayor sería la impedancia interna que presenta como fuente. 
De todas formas, tener una impedancia tan alta dificultaría su uso como fuente 
eficaz. 

Cuando en la práctica se usa el circuito RLC como sintonizador o seleccio- 
nador de una dada banda de frecuencias, es necesario amplificar en potencia la 
señal obtenida en forma de tensión sobre uno de sus elementos (L o C), antes 
de poder aprovecharla en otros circuitos (por ejemplo un parlante). 


4.10. El puente de alterna 


El otro ejemplo que discutiremos brevemente es el de un puente de alterna. 
El caso más general será un circuito de la forma de la figura 4.43. 


Figura 4.43 Puente de alterna con sus elementos; indicaciíon de nodos, mallas y sentidos de corrientes 
asignados. 


La fuente de fem €, con impedancia interna Zs conocida, se aplica entre 
los nodos M y N. Nos interesa la tension entre los nodos A y B (o sea, la 
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fem equivalente que presenta el circuito entre A y B, cuando se toma a estos 
como bornes de una fuente). Para ello es conveniente resolver previamente el 
circuito por mallas. Elegiremos los sentidos en las ramas como en la figura, y 
adoptaremos las mallas con sus recorridos indicados en el dibujo. Llamaremos lla 
e lb a las corrientes que circulan entre los nodos MAN y NBM, respectivamente, 
e I; a la corriente que circula por la rama de la fuente. En el nodo M, valdr'a 
entonces 
Tb E Lo, => Is =0 


Para la malla 1 tendremos” 


la (Z1 + Za) — 1,27 = € 
Para la malla 2 valdrá 


IT, (Zo + Z3) Jl = —E 


Ahora el término IfZf es positivo, por ser coincidentes los sentidos de la rama 
MN y el de recorrido de la malla 2; en cambio € debe tomarse negativa por 
cuanto en el recorrido de la malla 2, la fem es atravesada en sentido contrario 
al sentido en que fue atravesada en la malla 1. 


En resumen, hemos obtenido tres ecuaciones con las inc “ognitas Ia, Ib, If. 
Las soluciones son 


Z2 + Z3 
Zf (Za + Za + Zs + Za) + (Li + Za) (Z2 + Za) 


Za + Za 
Zy (Zi + La + Zs + La) + (Li + Za) (La + Zs) 


(Za + Za) (Z2 + Za) y 


If = —€ | Zy y 5 
i (z; (Zi + Za + Zs + Za) 


La diferencia de potencial entre A y B estaría dada por 
Vas = Van + Vye = laZı + 15Z2 
Reemplazando 


ZıZ3 — ZoZa 
Zs (Zi + Za + Zs + Za) + (Zi + Za) (Za + Za) 


VAB =E 


101Z; con signo negativo por ser contrarios entre sí el sentido asignado a la rama MN y 
el sentido de recorrido de la malla 1; a € la tomamos positiva por hipótesis. 
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Esta expresion, como en el caso an“alogo de corriente continua, juega un 
papel fundamental para la medici“on de impedancias. Efectivamente, la condi- 
d'on Va = 0 —verificable en principio con arbitraria precision conectando un 
detector de corriente alterna entre A y B (por ejemplo un parlante en el caso 
de audiofrecuencias)- implica 


ZıZ3 = LoZa (4.37) 


Si Z2, Z3 y Za son impedancias conocidas, queda determinado el valor complejo 
de la impedancia Z1. En la práctica, una o dos de las impedancias conocidas son 
variables; se busca entonces aquella posicion para la cual Vaz = 0 (equilibrio 
del puente). 

Veamos qué implica la relación (4.37) respecto de las componentes resistivas 
y reactivas de los elementos del puente (recordando que en general Z = R+3X) 


(Ri+jXD)(R3+jX3) = (Ra + ¡X2) (Ra + j X4) 


Operando, e igualando partes real y compleja de ambos miembros, obtenemos 
las relaciones 


Rı R3 — Xı X3 = Rə R4 — X2 X4 
Rı X3 + Xı R3 = X2 R4 + R2 X4 


Estas son dos ecuaciones en Ri y X1. Resolviendo, obtenemos 


RE Rs (R2R4 — X2X4) + X3 (X2 Ra + R2X4) 
a R+ X3 
(4.38) 
xı Rs (X2R4 + R2X4) — Xs (R2R4 — X2X14) 


R +X; 


Estas son las relaciones generales que expresan la resistencia y la reactancia 
del elemento incógnita en función de los elementos conocidos, cuando el puente 
estía en equilibrio. Supongamos ahora que los elementos 3 y 4 son resistencias 
puras (X3 = X4 = 0). Entonces, las (4.38) se reducen a las expresiones simples 


Ri = R(R4/R3) 
(4.39) 
Xı = Xə (R4/R3) 


Es importante notar que si el elemento desconocido es reactivo (X1 4 0), es 
imprescindible que al menos uno de los elementos conocidos del puente también 
sea reactivo. 


En la practica es mías sencillo disponer de resistencias patr“on variables, 
dado que las reactancias patron son, en general, elementos constantes. Las 
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(4.39) muestran como con una reactancia patríon X2 constante y dos de las 
resistencias variables (por ejemplo las Ra y R4), es posible buscar y encontrar 
el equilibrio del puente. R2 siempre debe ser una de las resistencias variables, 
de lo contrario no será en general posible satisfacer ambas relaciones (4.39) a la 
vez. Existen configuraciones particulares de puentes de lo mæ variadas, espe- 
cialmente adaptadas a la medición de un elemento dado (capacitor, inducción, 
valor Q, etc.), que pueden consultarse en la extensa bibliografía. 


4.11. Circuitos acoplados; transformador ideal 


En los circuitos de corriente alterna aparece además de la inductancia, del 
capacitor y de la resistencia, un elemento importante que debemos analizar un 
poco mæ de cerca. Se trata del transformador que se basa en el fen“omeno de 
inducción mutua (ver sección 3.11). 


transformador 
fuente carga 


Figura 4.44 Dos circuitos acoplados por un transformador. 


Con este elemento, indicado con el símbolo 


3 


es posible acoplar dos circuitos, o dos mallas de un circuito, entre sí. 


Consideremos dos circuitos acoplados por un transformador, como los indi- 
cados en la figura 4.44. La malla 1 contiene una fem externa €; la malla 2 es 
pasiva. El circuito de la malla 1 se llama primario, el de la malla 2, circuito 
secundario. Sea Lp el coeficiente de autoinducci“on del bobinado primario del 
transformador (ver nuevamente la seccion 3.11) y Ls, el del secundario. Indi- 
caremos aquí con M el coeficiente de inducción mutua (3.43): M = Lps = Lsp. 
Supondremos que los bobinados primario y secundario estían arrollados en el 
mismo sentido; en otras palabras, consideraremos M > 0. 
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Consideremos por un momen- sentido positivo 


to las corrientes reales Ip e Ís. b asignado 
o 


Observando atentamente la figu- 
ra 4.45, nos damos cuenta de que, 
para la convencion de sentidos 
elegida, la fem inducida en el se- 
cundario/primario por un aumen- 
to de la corriente en el prima- 
rio/secundario es negativa, para 
igual sentido de bobinado de am- F 

í asignado 
bos arrollamientos del transforma- EA 
dor. Su valor estaría dado en am- e 
bos casos por la Ley de Inducción 


fem inducida 
negativa 


+ 


sentido positivo 


de Faraday gni _ —M(dl/ dt). fem inducida 
Pasando a las magnitudes comple- negativa 
jas correspondientes, tendremos — 


E = —M(d/ dt) (It*) 


Figura 4.45 En este transformador, ambos bobinados 
están arrollados en el mismo sentido. 


O sea 
l E dl . 
fem inducida en el secundario: E"? = -M+ = —jMwI 
dt y 
fem inducida en el primario: 2 =-M a = —j Mwls 


Aquí vuelve a resaltar la inmensa ventaja de utilizar magnitudes complejas: 
¡Logramos transformar una expresión diferencial en una algebraica! 


Con estos resultados, tendremos las ecuaciones 
Malla 1 (primario): Z fl, + juwLplp = Zplp = € — ¡Mul, 
Malla 2 (secundario): Zels + jwLsIs = Zsl, = —jMuwIp 


En estas relaciones hemos introducido las impedancias totales o autoimpedan- 
cias de cada malla 


Zp = Zf r jwLp 
(4.40) 
Zs == Ze iF, jwLs 
Nos queda entonces el sistema lineal de dos ecuaciones 
Zplp + ¿Mwl = E 
(4.41) 
jMulI, + Zsls = 0 
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La cantidad ¿Mu se denomina impedancia mutua Zps = Zsp entre los dos 
circuitos. Si el bobinado de los dos arrollamientos es mutuamente opuesto, la 
impedancia mutua sería —¿Mu. Las soluciones del sistema (4.41) son 


Zs jMw 


I = E I, = 
d ZpZs + Mw? ZpZs + M°w? 


Obsérvese que si el secundario está abierto (Zs = 00) 
L=E A l,=0 


En ese caso el transformador se comporta en el circuito primario como una 
inductancia pura. La cantidad 


(4.42) 


se denomina ¿impedancia de excitaci “on. Esta es la impedancia que ve la fem 
externa al ser conectada al primario del transformador. Obsérvese que es igual 
a la impedancia total del primario incrementada en el término M R, Zs, que 
representa la influencia del secundario sobre el circuito primario. Por esto, ese 
término se denomina impedancia reflejada. Respecto del circuito primario todo 
sucede como si se le hubiera aumentado la impedancia en M%w*/Zs. Obsérvese 
que cuanto mayor sea la carga Zs, menos molestará ella en el circuito primario. 

De acuerdo al teorema de Thévenin, la impedancia equivalente entre los 
bornes del primario del transformador es, teniendo en cuenta la (4.40) y la 
(4.42), igual a 

Zo = jwlp + (M'w"/Zs) 


El circuito equivalente del primario de un transformador (nodos AB) está dado 
en la figura 4.46. 
R, A 


» 


M 


jL +90 
JUL Z, 


circuito equivalente 


circuito real 


visto desde el primario 


Figura 4.46 Circuito real de un transformador y circuito equivalente visto desde el primario. 
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La cantidad PA 
Za=€/ =; (Z i 


se denomina impedancia de transferencia o transimpedancia. Es aquella im- 
pedancia con la que se debería cargar la fem externa para obtener la misma 
corriente que en el secundario. La tension sobre el secundario, a circuito (se- 
cundario) abierto, sería 


F Mw) (4.43) 


Mw 
Por el teorema de Thévenin, esta es la fem equivalente con que se presenta 


el sistema fuente + transformador, en los bornes del secundario. La cantidad 
Mw /Zp se llama coeficiente de transformación. 


La impedancia equivalente Z;¿* con que se presenta el sistema fuente + 
transformador en los bornes del secundario se calcula por la (4.33), en la que 
€ estía dada por la (4.44), e lo es la corriente en el secundario cuando estía 
cortocircuitado. Esta última se calcula por la (4.43), haciendo en esta Zs = j Lsw 
(ya que al cortocircuitar el secundario sólo queda la inductancia Ls). Se obtiene 


PEE E 
0 —ZoLs/M +jMu 
En definitiva 
: 2 2 
zoén jMu , E A 
Ios Zp —ZpLs/M + ¡Mw Zp 


Obsérvese que la impedancia equivalente entre los bornes del secundario es 
igual a la reactancia del bobinado secundario, menos la impedancia reflejada. 
El circuito equivalente del secundario de un transformador (nodos CD) estía 
dado en la figura 4.47. 


G 
Mu 
L,— 
JO La l 7 
Mo 
R,+jOL, Y 
D 


circuito real circuito equivalente 
visto desde el primario 


Figura 4.47 Circuito real y equivalente secundario transformadores. 
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Los modulos de Zp y Zi nos dan las correspondientes relaciones entre los 
valores eficaces de € e Ip o Is, respectivamente. Los argumentos Im(Z,)/Re(Z;) 
y Im(Z:tr)/Re(Ztr), nos dan las tangentes de los desfasajes de € respecto de Ip 
e [s respectivamente. 

Consideremos un ejemplo concreto, en el que Zf = 0 y Ze = R (carga 
puramente resistiva). Supongamos ademas tener un transformador en el que 
los arrollamientos están dispuestos en forma de solenoide infinito, cubriendo la 
misma “area. Valdr“an entonces las relaciones (3.47), (3.48) y (3.79) 


S 2 

la E No = AN 

Ls = uN = AN; (4.45) 
S 


M == uo NeNs = ANp Ns 


con A = S/l. Obsérvese que en ese caso 


M = y LpLs (4.46) 


Un transformador que cumpla estas relaciones y para el cual A es adem'as 
muy grande se denomina transformador ideal. En este caso, la impedancia de 
excitación es, reemplazando en la (4.42) 


Z! — jw AN? A Np Naw? -R (Np/ N)? AN? 
ORTGAN II RAN IO 


1 
1+ (Aw2N¿/R?) 


Como hemos dicho que A es muy grande, será wLs = wAN? > R y 
1 2 
Zp% R (Np/Ns) 


En otras palabras, el sistema se presenta a la fuente como una resistencia pura, 
igual a la resistencia de la carga, multiplicada por el cuadrado del cociente del 
número total de espiras en el primario y el secundario. 


La impedancia de transferencia resulta, reemplazando las (4.45) en la (4.43) 


w AN? (R + jw AN2 N, 
aay PAIN Nullen aa 
ANp Nsw Ns 


El signo negativo indica que la corriente en el secundario estía desfasada en 
180” respecto de la tension aplicada al primario (¡cuando los bobinados est'an 
en el mismo sentido! ). 
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Finalmente, la fem equivalente entre los bornes del secundario de un trans- 
formador ideal es, de acuerdo a la (4.44), y teniendo en cuenta las (4.45) 


Ns 
repas 


eq 
E = N, 


Esto significa que un transformador ideal actúa como una fuente de una fem 
Ns/N, veces la de la fem original. Si Ns > Np, la fem equivalente en el 
secundario es muy grande. El signo negativo indica nuevamente que la tensión 
en el secundario está en oposición de fase respecto de la fem aplicada. Obsérvese 
que todas las magnitudes características, como Zp y Ztr no dependen de la 
frecuencia para un transformador ideal. 

Si, por último, cortocircuitamos el secundario de un transformador ideal, 
circulará una corriente infinita, de acuerdo a la (4.43) y a la (4.47). Esto quiere 
decir que un transformador ideal se presenta en el secundario como una fuente 
de impedancia interna nula, cuando es alimentado por una fuente externa de 
impedancia interna despreciable. 

Es facil verificar que un transformador ideal transfiere toda la potencia 
entregada por la fem exterior a la carga resistiva R, sin pérdidas por el camino. 
Una de las aplicaciones importantes del transformador es que precisamente 
permite llevar potencia de una fuente a una carga, entregándola a una tensión 
muy diferente a la de la fuente. Esto tiene especial importancia para las líneas 
de transmisión, en las que, para minimizar las pérdidas resistivas de potencia, 
es conveniente transportar la energía a potenciales lo más elevados posibles (y, 
con ello, corrientes lo más bajas posibles). 

En la realidad no hay transformadores ideales. Por una parte, no valen las 
relaciones (4.45) y (4.46). Respecto de esta última, en general 


M =k/LpL, 


donde k << 1 y es el coeficiente de acoplamiento. k 4 1 implica que el bobinado 
primario y el secundario no son atravesados por el mismo flujo magnético 
del transformador, especialmente en el caso de transformadores con núcleo de 
hierro. En ese caso, la impedancia mutua no es mías puramente reactiva, sino 
que todo sucede como si hubiera ademas una componente reactiva, que daría 
cuenta de las pérdidas de potencia en el transformador. En ese caso, las (4.41) 
se deber “an escribir en la forma general 


Zplp + Zpsls = E 
Zpslp + ZsIs = 0 


en la que Zps es la impedancia mutua, con componente resistiva. En ese caso, 
la autoimpedancia, la impedancia de transferencia y la fem equivalente del 
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secundario se transforman en las expresiones generales 


1 Zos 
De Es Dp = 7 
Zp 
Zir = Z, S = 
p: Doa 
€, 2 a Zps 
Zp 


Un último ejemplo muy ilustrativo es el caso de una inductancia con núcleo 
de hierro, en la cual consideraremos al núcleo mismo como circuito secunda- 
rio (con las corrientes de Foucault como corriente secundaria). En ese caso, y 
nuevamente para una fuente de impedancia interna nula, tendremos las expre- 
siones: 


Zps = jMw 
Zs = R 


En ese caso, la autoimpedancia del primario sería 
Zp = jwL + (M'w*/R) (4.48) 


Pero esto no es otra cosa que la impedancia Z de la inductancia que ve una 
fuente que la alimenta. O sea, confirmando lo anticipado cualitativamente en 
la sección 4.6, una inductancia con núcleo de hierro se presenta con una impe- 
dancia con una parte resistiva, que aumenta cuadráticamente con la frecuencia. 
Si bien es imposible determinar M y R por separado, es posible medir el factor 
p = M?/R, determinando el factor de potencia cosy = Re(Z1)/|Z1| de la 
bobina (el cual debería ser O en caso de no haber pérdidas en el núcleo). La 
expresion (4.48) nos dice que ese factor de potencia debería depender de la 
frecuencia en la forma 


Re(Zi)__ M'/R 


IZL] / wL + E /1 mer 


Se ve que si f > 00, cos y — 1 (la bobina se presenta como carga resistiva). 
Por ello, no es posible usar bobinas con núcleos de hierro para altas frecuencias, 
por la gran disipación de potencia en las mismas. Para f > 0, cosp > 0, y la 
bobina se comporta como una inductancia pura. 


cos p = 


llEn este ejemplo M es imposible de calcular, pero eriste. Suponemos que la accion 
autoinductiva de las corrientes de Foucault es despreciable. R es la resistencia total que 
encuentran esas corrientes jtambién imposible de calcular! 


Componentes no lineales: 
diodos y transistores 


por JORGE ALIAGA 


5.1. Componentes no lineales 


Como se menciono en la seccion 2.19, trabajar con circuitos cuyos compo- 
nentes son lineales nos permite utilizar el teorema de superposición (página 192) 
y simplificar los cálculos. Sin embargo, hay que tener en cuenta que en general 
los componentes reales no son lineales. Si bien utilizar este tipo de componentes 
presenta mayor dificultad para comprender y predecir el funcionamiento del 
circuito, ello permite obtener comportamientos de importancia práctica que no 
se pueden generar de otra forma. 


Entre los diversos componentes cuya resistencia no es lineal podemos mencio- 
nar a los Varistores, con su sigla en inglés VDR (Voltage-Dependent Resistor), 
cuya resistencia disminuye cuando la tensión aumenta. Se fabrican con carburo 
de silicio o con óxido de zinc. Cuando ocurre un aumento brusco de tensión, el 
VDR se comporta casi como un cable, generando un camino de baja resistencia, 
y cuando cesa el pulso posee una alta resistividad. Esta propiedad se usa para 
proteger interruptores, ya que la corriente inductiva que se puede generar al 
abrirse se disipa en el varistor que se encuentra en paralelo con ellos. 

Otro dispositivo no lineal son las Fotorresistencias o LDR (Light-Dependent 
Resistor), que se caracterizan por cambiar el valor de su resistencia en función 
de la iluminación que reciben. La resistencia disminuye cuando aumenta la ilu- 
minación, y se los suele utilizar como sensores para equipos que deben prenderse 
o apagarse dependiendo de la cantidad de luz. 
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Existen también resistencias que varían con la temperatura, como los RTD 
(Resistance Temperature Detector) mencionados en la sección 2.19, que lo hacen 
linealmente en un amplio rango, razon por la cual, son muy utilizados en sen- 
sores de temperatura. También son muy útiles los Termistores, que en general 
varían su resistencias de forma no lineal con la temperatura. Se encuentran las 
PTC (Positive Temperature Coefficient), que tienen un coeficiente de depen- 
dencia con la temperatura positivo, aumentando por lo tanto el valor de su 
resistencia con la temperatura, y las NTC (Vegative Temperature Coefficient), 
cuyo coeficiente de dependencia con la temperatura es negativo, en las que la 
resistencia disminuye al aumentar la temperatura. Los Termistores se pueden 
usar como limitadores de corriente, sensores de temperatura o en dispositivos 
calefactores autoregulados. 


Se merecen una mencion especial por su importancia historica los dispo- 
sitivos que se construyeron utilizando el fen“omeno de Emision Termoi “onica. 
Con el avance en los estudios sobre la electricidad y el magnetismo, a fines del 
siglo XIX, se observío que las superficies de metales emitían electrones al ser 
calentadas. Este fen“omeno recibió el nombre de Emisi“on Termoi ‘onica. 


En la actualidad los dispositivos basados en emisión termoiónica solamente 
tienen utilidad en aplicaciones específicas, como los radares y los hornos de 
microondas. En el resto de las aplicaciones han sido reemplazados por elementos 
semiconductores, dado que tienen menor tamaño, son mæ livianos, soportan 
mejor las vibraciones y golpes, tienen una vida útil mucho mayor, consumen 
menos energ ía y por lo tanto se calientan menos. Estas y otras ventajas han 
permitido la construccion de dispositivos de tamaño minúsculo que de otra 
manera sería imposible. 


5.2. Diodos 


En la seccion anterior mencionamos el fenomeno de emision termoi onica. 
Tratando de mejorar el desempeño de las lamparas incandescentes, se cons- 
truyeron los primeros dispositivos con un filamento caliente (c“atodo) y una 
placa colectora plana enfrentada (“anodo), que mostraban una relacion no li- 
neal entre la tension y la corriente, a los que se denomino diodos. El interés 
por estos dispositivos crecio rapidamente al observarse que podían ser usados 
en circuitos de comunicaciones, dando inicio al desarrollo de los dispositivos 
electronicos basados en valvulas. Parad “ojicamente, al mismo tiempo que se 
observó la emision termoiónica, se encontró la posibilidad de usar cristales de 
sulfuro de plomo llamado Galena para detectar señales de radio, pero su uso no 
se difundió hasta que se construyeron diodos de germanio en los años 50. Estos 
cristales se denominaron semiconductores, porque, dependiendo de diversas 
condiciones, se comportaban como conductores o como aislantes. 
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Los semiconductores modernos más comunes se hacen con cristales de silicio 
o de germanio el cual, cuando no tiene impurezas en su estructura cristalina, 
se comporta como un aislante. El silicio tiene número at“omico 14, y tiene 
sus dos primeros orbitales electr“onicos completos (2 y 8) y 4 electrones de 
valencia en su orbital mías externo. La estructura cristalina pura del silicio 
forma enlaces covalentes con los “atomos adyacentes que le dan la propiedad 
aislante. El germanio tiene número atómico 32 y tiene sus tres primeros orbitales 
electrónicos completos (2, 8 y 18) y 4 electrones de valencia en su orbital más 
externo. La estructura cristalina del germanio es similar a la del silicio, pero 
este último es mucho mæ abundante en la naturaleza y para la mayoría de 
las aplicaciones tiene mejores propiedades eléctricas. Por esta razon, si bien 
los primeros dispositivos semiconductores fueron construidos con germanio, el 
silicio luego lo reemplazó en la mayoría de las aplicaciones. 


Supongamos entonces que tenemos átomos de silicio formando esta estruc- 
tura cristalina, y algunos de ellos son reemplazados por “atomos de f'osforo 
(número atómico 15) o de aluminio (número atómico 13). En ese caso la carga 
total del cristal no cambiará, dado que tanto los átomos reemplazados como los 
incorporados tienen carga neta nula, al tener la misma cantidad de protones 
en su núcleo que de electrones en sus orbitales. Estos semiconductores, a los 
que se les agregan impurezas de manera intencional y controlada, se denomi- 
nan “dopados” para diferenciarlos de los semiconductores puros, denominados 
intrínsecos. En la figura 5.1, a la izquierda, se muestra una imagen simplificada 
de semiconductores dopados, donde se ha representado la estructura cristalina 
de silicio y se ha reemplazado un “atomo por una impureza. 
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Figura 5.1 Izquierda: materiales dopados tipo p, donde se representa una red de átomos de Si (14 elec- 
trones) dopada con aluminio (13 electrones); y tipo n, dopada con f'osforo (15 electrones). 
Derecha, representación esquemática de una juntura pn. 
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Si bien, como vimos, un semiconductor dopado no tiene carga neta, la 
incorporacion de “atomos de f'osforo (también se usa arsénico o antimonio) 
dejaría un electr“on sin aparear en su orbital mæ externo, mientras que el de 
aluminio (también se usa galio o indio) dejará un electrón de la red desapareado, 
que se denomina “hueco”. Al material con electrones con mayor libertad de 
moverse por estar desapareados se lo denomina tipo n, mientras que al que tiene 
huecos desapareados se lo denomina tipo p. Al poner en contacto dos materiales 
dopados, con carga neta nula, pero con diferente densidad de portadores libres 
(un material tipo n con alta densidad de electrones libres y uno de tipo p con 
alta densidad de huecos libres), se forma una juntura, como se muestra en el 
lado derecho de la figura 5.1 (comp “arese con los potenciales de contacto en la 
sección 2.10, figura 2.29). 


La diferencia de densidad de portadores libres a cada lado de la juntura 
genera una corriente de electrones migrando al material p y de huecos migrando 
al material n. Esto origina entonces una diferencia de potencial en la juntura, 
debido a ese pasaje de carga neta. Esta diferencia de potencial, con carga 
neta negativa en el material p y carga neta positiva en el material n, tiende 
a oponerse al pasaje de electrones desde el material n y de huecos desde el 
material p. Por lo tanto, la migración de electrones y huecos por diferencia de 
densidad y la diferencia de potencial que se opone a esa migracion en algún 
punto se equilibra. Ese punto de equilibrio dependerá del material usado y de 
la temperatura. 


Para finalizar con esta descripción simplificada de una juntura es convenien- 
te tener presente que en un material n pueden producirse huecos, dado que los 
“atomos de la estructura cristalina sufren del efecto de agitacion térmica. Los 
huecos que se produzcan cerca de la juntura serán repelidos por los iones positi- 
vos ubicados del lado del material n y atraídos por los iones negativos ubicados 
del lado del material p, generando una corriente de fuga. Esta corriente sería 
dependiente de la temperatura dado que es producida por la agitación térmica. 
El mismo fenómeno ocurrirá con los electrones en los materiales p. Los huecos 
que se forman en el material n y los electrones que se forman en el material p 
son denominados “portadores minoritarios”. 

Como se ve en la curva caracter ística de un diodo que se muestra en la 
figura 5.2, si la diferencia de potencial entre los terminales del diodo supera la 
diferencia de potencial que se generó en la juntura (de aproximadamente 0,7 V 
para el silicio y 0,3 V para el germanio), comenzar“a a circular corriente. Si no 
se supera ese potencial, no circulará corriente por el dispositivo. 


Se dice que el diodo está en “directa” (“inversa”) cuando la tensión del ánodo 
es mayor (menor) que la del c'atodo. La corriente que circula cuando el diodo 
estía en inversa (llamada corriente de “fuga”, del orden de los nanoamperes) 
se puede considerar en general despreciable hasta que se llega a la tension de 
ruptura en inversa. Normalmente nunca se aplica una tension en inversa tan 
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grande como para llegar a la tension de ruptura porque el diodo se rompe, 
salvo con los diodos Zener. El diodo Zener, cuando estía en “Directa”, tiene 
el mismo comportamiento que cualquier diodo. Sin embargo, en “Inversa”, 
cuando se llega a la tension denominada de umbral o de Zener, comienza 
a conducir aumentando r'apidamente la corriente. Esta propiedad los hace 
útiles para construir una referencia o fuente de tension, dado que es posible 
construir diodos con tensiones de zener variadas. Otro tipo de diodo de interés 
es el diodo emisor de luz LED (Light-Emitting Diode). Los LED tienen curva 
característica similar a la de la figura 5.2, pero la tensión a la que empiezan a 
conducir dependera de la longitud de onda a la que emite luz el dispositivo. 
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Figura 5.2 Curva característica de un diodo. 


En la figura 5.2 la flecha del símbolo del diodo (ánodo) apunta en la dirección 
de circulación de la corriente en directa. Nótese además la diferencia de escalas 
entre la zona directa y la inversa, tanto en corriente como en voltaje. La 
diferencia de tension en directa usualmente es menor que 0,8V, por lo que 
es común pensar al diodo como un elemento ideal que en directa deja pasar 
corriente sin que haya caída de tensión y en inversa tiene una caída de tensión 
entre sus terminales sin que circule corriente. 


Así como una resistencia puede especificarse indicando su valor y la máxima 
potencia que puede disipar, los parametros que definen a los distintos diodos 
son: la tensión de ruptura en inversa, la corriente máxima en directa, la corriente 
de fuga y la velocidad de respuesta ante variaciones de potencial aplicado a sus 
extremos. 


Finalicemos esta seccion con tres hechos importantes de resaltar, que se 
verifican para cualquier elemento no lineal, y en particular en los diodos: 
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1. El diodo no tiene una “resistencia” en los términos definidos en la ecuación 
(2.20). En cambio, la relacion entre la diferencia de potencial entre sus 
terminales y la corriente que circula a través de él etía dada por una 
curva característica no lineal, y por lo tanto no cumple la ley de Ohm 


2. Si en un circuito hay diodos, ese circuito no tiene un equivalente de 
Thévenin, dado que este solamente existe si los componentes son lineales. 


3. En un circuito con diodos no se puede aplicar el teorema de superposición, 
dado que este solamente se verifica si los componentes son lineales 


Determinación de la corriente y tensión en un circuito con un diodo 


Supongamos que tenemos un circuito complejo, compuesto por fuentes, 
resistencias, y un diodo. Estamos interesados en comprender el funcionamiento 
del circuito, y en particular conocer Va, la diferencia de potencial entre los 
terminales del diodo, e Za, la corriente que circula por él. Para poder hacer 
esto, tomemos los terminales del diodo, y pensemos cómo se comporta el resto 
del circuito, que como dijimos esta compuesto por fuentes y resistencias (por 
ejemplo, similar al de la figura 2.45). Usando el Teorema de Thévenin (sección 
2.15) sabemos que ese circuito genérico? se puede reemplazar por el que se 
muestra en la figura 5.3 a la izquierda de los terminales del diodo, marcados 
con las letras A y B, donde Eo y R son la fuerza electromotriz y la resistencia 
equivalentes de Thévenin. ¿Cuanto valdr“an Va e la? 


El problema enunciado en la pregunta anterior se puede pensar usando los 
conceptos de curva caracter ística y línea o recta de carga ya descriptos en la 
figura 2.78. Tomemos por un lado la fuerza electromotriz y la resistencia y por 
otro el diodo (como si estuvieran separados por la línea de puntos A-B). La 
relación /— V de la fuente y la resistencia estará dada por la recta que se muestra 
en la figura 5.3; esta es la recta de carga del circuito donde I = (€o — VaB)/R 
(ver también página 210). La máxima diferencia de potencial entre A y B será 
& a circuito abierto (7 = 0) y la máxima corriente que circulará será €o/R en 
cortocircuito (Vag = 0).? Esto no depende de qué esté conectado a la derecha 
de los terminales A — B y es v'alido tanto si conectamos allí un componente 
lineal o no lineal. 


Por otra parte, la relacion J — V del diodo es la curva característica (ver 
también p“agina 209), y estaría dada por la funcion no lineal que se muestra 
en la figura 5.2; en el circuito de la figura 5.3 el diodo et'a en directa. Va e 
Ia serían entonces aquellos que satisfagan ambas ecuaciones simult “aneamente. 


lRecordemos que esta parte del circuito es lineal, y por lo tanto podemos utilizar el 
Teorema de Thévenin. 
2Con la notación V,, nos referimos siempre a Vy - Vy. 
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Gráficamente, esto corresponde a los valores de la intersección de ambas curvas. 
En este caso hay un solo punto que satisface ambas condiciones, Q, y se lo 
denomina punto de trabajo del circuito. Para resolver este problema en forma 
analítica sería necesario conocer la expresion analítica de la relacion entre la 
caída de tensión del diodo y la corriente que circula por él. 


R A 


B i Vi E 0 Vin 


Figura 5.3 Circuito genérico con un diodo y resoluci“on gráfica de los valores de V4 e I4. 


En el punto anterior mencionamos que en los circuitos con diodos no se debe 
sobrepasar la corriente máxima en directa para evitar destruirlos. Es importante 
notar que, dado el caracter no lineal del diodo, si en el circuito de la 5.3 se 
disminuye el valor de R entonces el valor de Iq aumentar “a significativamente. 
Si directamente se omite la resistencia R, al alimentar el diodo con la fem Eo, 
Ia sobrepasará el límite de funcionamiento seguro y el diodo se romperá. 


Es importante recordar que esto puede ocurrir como consecuencia de conec- 
tar de forma inadecuada un instrumento de medición. Un voltímetro se coloca 
en paralelo con los puntos sobre los que se quiera medir la tensión, y para que 
no afecte al circuito su impedancia debe ser mucho mayor que la impedancia 
equivalente entre esos puntos. Un amperímetro se coloca en serie en la rama en 
la que se quiere medir corriente, y su resistencia interna debe ser mucho menor 
que la de la rama para no afectar la magnitud a medir. 


Si se conecta inadecuadamente un instrumento se generaría una pertur- 
baci“on en el circuito, pero en ciertos casos ademas se afectaría el circuito de 
manera irreversible. Si, por ejemplo, en el circuito de la figura 5.3 se coloca 
por error el amperímetro en paralelo con la resistencia R, como si fuera un 
voltímetro, el circuito se modificaría dado que la corriente tendería a circular 
a través de la resistencia del instrumento, que en general es pequeña. Esto 
generar ía un aumento súbito de corriente que puede romper el diodo. Adem'as 
de afectar al diodo, este error puede ocasionar que toda la potencia se disipe 
en la fuente, por colocarle una carga pequeña. También puede ocasionar la 
rotura del amperímetro, por sobrepasar la corriente m'axima que tolera. Por 
lo tanto, se debe prestar atencion tanto a los límites que no se deben superar 
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en condiciones normales de operaci“on como a la forma en que se conectan los 
instrumentos de medici ‘on. 


¿Cuál sería la solución del problema si la fuerza electromotriz Eo estuviera 
colocada al revés? En ese caso el diodo estaría en inversa y habría que usar 
la parte inferior de la figura 5.2. Es f'acil ver que en ese caso la intersecci“on 
entre la recta de carga y la curva del diodo determinará que /¿ sea en general 
aproximadamente cero (del orden de los nanoamperes) y por lo tanto Va = Eo. 


Cabe aclarar que cuando se menciona a una diferencia de potencial con 
un solo subíndice, como en este caso se ha hecho con Va, se esttía asumiendo 
implícitamente que la diferencia se toma con respecto a la referencia o tierra, 
como se mencion ^o en la figura 2.51. 


Resistencia dinámica de un diodo 


Al introducir el diodo hicimos hincapié en que es un elemento con una 
relaci“on J — V no lineal. Por lo tanto no es posible asociarle una “resistencia! 
como la definida en la ecuación lineal (2.20) en términos de la Ley de Ohm. En la 
práctica, el comportamiento del diodo se puede aproximar de diferentes formas, 
en funcion de cu'anta precision se requiera. Si pensamos en una aproximacion 
de orden cero, se podría decir que el diodo no deja circular corriente (resistencia 
infinita) si la diferencia de potencial entre el “anodo y el c'atodo es menor a 
0,6-0,7 V y deja pasar la corriente sin oponer resistencia (resistencia cero) para 
tensiones mayores. 


y) 


Si queremos hacer una aproxima- R 
don mejor, de primer orden, pode- 
mos utilizar el concepto de resisten- 
cia din “amica definido en la ecuaci“on 
(2.76). Para esto vamos a utilizar el Vac 
circuito de la figura 5.4, similar al de 
la figura 5.3 pero que además de tener 
una fuerza electromotriz de tension 
continua £o tiene una fem de tensión 


alterna Vac, CUYO módulo es mucho me- Figura 5.4 Circuito con alimentaci“on continua y alterna 
nor que el de Eo (Jo | << EN) que introduce la resistencia dinámica. 
ac . 


La segunda ecuaci“on de Kirchhoff para el circuito de la figura 5.4 es 
Eo + vac — laR = Va 


donde Va e Ia son la diferencia de tension sobre el diodo y la corriente que 
circula por él respectivamente. Si hacemos un desarrollo en serie de Taylor de 
V en términos de T4 alrededor de 73, la corriente del diodo que se calculó para 
el circuito de la figura 5.3 con Vac = 0 (V? es la diferencia de tensión entre los 
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terminales del diodo cuando la corriente es 17), obtenemos 


Dado que |vac| << |€o| podemos suponer que la variacion de corriente es 
pequeña, la = la — I4 = 0, y entonces se podrían despreciar los términos de 
orden superior del desarrollo. De esa forma resulta 


Eo + Vac — 0% + ia) R= Vi + raid (5.1) 
donde 
dVa 
ra= — 


es la resistencia dinámica del diodo, tal como fue definida en la ecuación (2.76). 
Teniendo en cuenta que por definición V e 17 cumplen 


Eo — IIR = V? (5.2) 
reemplazando (5.2) en (5.1) se obtiene que 
Vac — idR = iara (5.3) 


La ecuacion (5.3) nos dice que si se aplica una tension Vac pequeña con 
respecto a Eo, se producirá una variación de corriente ia en el circuito de valor 


ia = Vac/ (R + ra) (5.4) 


Es decir que, a los efectos de las variaciones de tension y corriente, se puede 
pensar que la ecuación (5.4) representa un circuito con una fuente Vac en serie 
con las “resistencias” R y ra. De esta forma, si las variaciones de tension son 
pequeñas, la influencia del diodo se puede “linealizar” y representar mediante 
su resistencia dinámica. 

En caso de que se requiera un modelo que represente mejor al diodo, habrá 
que recurrir a conceptos de física de la materia condensada. Una expresi“on 
analítica de la relación / — V del diodo, que resulta más difícil de usar para los 
cálculos que un modelo lineal, está dada por la ecuación de Shockley 


I = Io (e ™ — 1) (5.5) 


con Vr = kT/q, donde T es la temperatura del diodo, q la carga del electrón y 
k la constante de Boltzmann. A temperatura ambiente Vr = kT/q = 25,3 mV. 
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La corriente de saturacion inversa, To, es menor a 0,01pA y su valor depende 
de la temperatura. 


Si utilizamos la ecuación (5.5) para calcular la resistencia dinámica resulta 
entonces, 
_dv 
al 
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ro 
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(5.6) 


Td 


Es decir que el valor de ra se puede estimar como 25mV dividido por la corriente 
de continua que circula por el diodo. Si la corriente que circula es de algunas 
decenas o centenas de miliamperes, la resistencia din“amica tomaría valores de 
algunos ohms. 


Recuérdese entonces que ra no es una resistencia. Si fuera una resistencia, 
en el diagrama I — V de la figura 5.2 debería estar representado por una recta 
que pasa por el origen y por el punto (Ve, 13). Por el contrario, como se indicó 
en la seccion 2.19, ra es la tangente a la curva característica que se muestra 
en la figura 5.2 en el punto (Vf, 17), dado que representa el término de primer 
orden del desarrollo en serie de Taylor. rg no es una magnitud que relaciona 
valores de tensi “on con valores de corriente, sino variaciones de tension con 
variaciones de corriente. 


5.3. Transistores 


El transistor está presente en todo circuito electrónico, desde amplificadores 
y osciladores hasta computadoras. Este componente resulta ser el ejemplo más 
importante de elemento “activo”, ya que permite construir dispositivos que 
entregan a la salida m's potencia que la de la señal de entrada. La diferencia 
de potencia es suministrada por una fuente de alimentaci“on externa. 


Por lo general, en la mayoría de los casos, se utilizarán circuitos integrados 
en lugar de transistores individuales, dado que estos estan construidos para 
optimizar una determinada funcion que sea de interés. Sin embargo es muy 
importante entender correctamente su funcionamiento dado que son las pro- 
piedades de entrada y salida de los transistores las que determinan las de los 
circuitos integrados. 


El transistor fue inventado por John Bardeen, Walter Brattain, William 
Shockley en los Laboratorios Bell en el año 1948 y por esto recibieron el Premio 
Nobel de Física en 1956. Cabe destacar que John Bardeen recibió un segundo 
Premio Nobel de Física en el año 1972, junto con Leon Cooper y John Schrieffer, 
por haber desarrollado la teoría est “andar de la superconductividad en 1957. 

Esta introducción al transistor no estará dirigida a entender las bases de su 
funcionamiento, para lo que se requieren conocimientos avanzados de la física 
del estado s“olido. Tampoco sería dada en términos de los “modelos híbridos” 
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y “circuitos equivalentes”, como se suele hacer en la mayoría de los textos 
de electr“onica. Se trataría de dar un modelo elemental y ver cíomo se pueden 
estudiar distintos circuitos a partir de ese modelo. 


El transistor es un dispositivo de tres terminales, llamados emisor, base 
y colector (ver figura 5.5), que puede ser “npn” o “pnp”. Es decir, que se 
construyen uniendo dos materiales tipo n con un material tipo p en el medio 
(npn) o, dos materiales tipo p con un material tipo n en el medio (pnp). 


Una primera consideración que po- 
demos hacer es que si se toman solo 
los terminales base y emisor -dejando 


Y 
colector C colector} C 


el colector suelto- o los terminales ba- base base 

se y colector -dejando el emisor suelto- B B 

se debe observar el mismo comporta- 

miento que el descripto para un diodo: emisor E emisor E 
conduce si está polarizado en directa 

y no conduce si &t'a polarizado en apa pap 
inversa. Es decir que, como se MUeES- Figura 5.5 Símbolo del transistor y nombres de sus 
tra en la figura 5.6, el transistor toma- terminales; 


do de a dos terminales, donde una de 
ellas es la base, se comporta al menos como dos diodos. 


Esto no implica que el transistor funcione como dos diodos, sino que toman- 
do la base y uno de los dos terminales restantes al menos debe comportarse 
como un diodo. Por otra parte, este es un método para saber cuál es la base si 
uno no tiene la hoja de datos con la identificación de los terminales. 


Como vimos en la sección anterior, 
un diodo es un dispositivo de dos ter- C C 
minales y por lo tanto, su “estado” se 
especifica con dos variables, la corrien- 
te que circula entre los terminales del 
diodo (Ia) y la diferencia de tension B B 
entre esos terminales (Va). En el dio- 
do, la y Va no son variables indepen- E E 
dientes sino que estían relacionadas 
con la ecuación de Shockley (5.5). Spa pap 


En el caso del transistor, al ser un Figura 5.6 Imagen simplificada de un transistor. 
dispositivo de 3 terminales, se deben 
especificar más variables para conocer su estado. En principio debemos conocer 
cinco variables: la diferencia de potencial entre uno de los terminales y los otros 
dos (por ejemplo Vgs y Voz) y las corrientes que circulan por cada uno de los 
terminales (lc, Ig e Ir), aunque no todas serán independientes, como también 
ocurre en el caso del diodo. 
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Un primer modelo elemental de transistor (figura 5.7) consiste en considerar- 
lo como un amplificador de corriente. Este modelo fenomenológico simple, que 
funciona razonablemente bien en muchos casos de interés, consiste en pensar 
al transistor “npn” como un dispositivo en el que si se verifica que la juntura 
base-emisor está polarizada en directa (Ve > Ve) y la tensión de colector es ma- 
yor que la del emisor (Vo > VE), entonces Ic es aprorimadamente proporcional 
a Ig, es decir, 


lc 3 IB (5.7) 


donde la ganancia de corriente9 es un número típicamente del orden de 100- 
300. Para los transistores “pnp” también se verifica la ecuación (5.7), pero se 
deben invertir las relaciones entre las tensiones. La ecuacion (5.7) es la que 
le da utilidad al transistor y nos dice que una pequeña corriente en la base 
controla una corriente mucho mayor que entra por el colector. 

En esta condici“on de funciona- 
miento, las corrientes circulantes son 
las que se muestran en la figura 5.7. 
Tanto la corriente de colector como la 
de base salen por el emisor (como se 
muestra en la figura, los sentidos de 
las corrientes se invierten en el tran- 
sistor “pnp”). Entonces, por conser- 
vación de la carga, 


Figura 5.7 Direcciones de las corrientes cuando el le=lc+IB (5.8) 
transistor está polarizado. 


Usando las ecuaciones (5.7) y (5.8) es posible escribir Jg en función de Ip, 
le=f +1)/8 


Es decir que, en las condiciones de funcionamiento en que se satisface la ecuación 
(5.7), el transistor tendrá solamente tres variables independientes, por ejemplo 
Ve, Voe e Ig.’ 

Dado que la juntura base-emisor se debe comportar al menos como un diodo, 
la diferencia de tension entre esos terminales no puede aumentar mucho m/s 
de 0,6-0,8 V (la caída de tensión del diodo en directa) porque la corriente que 


3Cabe aclarar que cada modelo de transistor posee un rango de trabajo específico, en 
el cual los valores m'aximos de corrientes de colector y de base, la tension colector-emisor, 
la potencia disipada y la frecuencia de trabajo, son los par“ametros mas relevantes que los 
definen. Si bien el modelo para entender el funcionamiento del transistor es el mismo, existen 
miles de códigos, que son combinaciones de letras y números, que identifican transistores con 
distintos parámetros, cada uno optimizado para un determinado uso. 
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x , 7 4 . hs E E r 
circularía sería enorme.” Esto mismo implica que siempre que un transistor 
está funcionando se verifica 


Ve = Ve + Vee ~ Ve + 0,7 V (5.9) 


donde Vaz y Ve representan la diferencia de tensi“on entre la base y tierra, y 
entre el emisor y tierra. La ecuacion (5.9) también puede recordarse como 
una condicion necesaria que debe cumplir un circuito con transistores cuando 
funciona: si Vga >> 0,7 V el transistor esttía roto. Hay que recordar que los 
signos de las tensiones estían dados para un transistor npn y deben invertirse 
para uno pnp. 


La condici“on que debía cumplirse para que valiera la ecuacion (5.7) era 
que la tension de colector fuera mayor que la del emisor (Voz > 0 V). Esta 
relacion de tensiones sumada a la relacion de la ecuacion (5.9) implica que 
la diferencia de tension entre la base y el colector, Vgc, sería menor a 0,7 V. 
Esto quiere decir que la juntura base-colector o estía en inversa o no tiene la 
suficiente polarizacion en directa como para estar en la zona de conducci“on. 
Por lo tanto Ic no se produce por el mismo mecanismo que Ig. La corriente Ic 
debe pensarse como una propiedad del transistor que se genera por la presencia 
de portadores minoritarios en los materiales dopados. Es por esto que en un 
transistor que funciona en el estado descripto por la ecuacion (5.7) Jc no es 
una variable independiente. 

El transistor estía construido de manera tal que el emisor y el colector no 
son intercambiables, a pesar de lo que podría pensarse al observar la imagen 
simplificada en la figura 5.6. Si se lo usa al revés se verificaría una relacion 
similar a la de la ecuacion (5.7), pero en ese caso ep =1 y no es útil para 
usos practicos. Esto ocurre debido a que el emisor estía fuertemente dopado y 
por lo tanto tiene una mayor conductividad. 


Como ya se indicó, la juntura base-emisor se comporta como un diodo que 
está en directa. Por lo tanto es posible modelarla con una aproximación lineal 
y una resistencia dinámica similar a la de la ecuación (5.6), como se hizo para 
el caso del diodo. Así como en el caso del diodo pod íamos pensar un modelo 
muy simple, donde conduce polarizado en directa o no conduce polarizado en 
inversa, o usar un modelo más sofisticado como el de la ecuación (5.5), lo mismo 
ocurre con el transistor. Para algunos usos es necesario reemplazar la ecuación 
(5.7) por una aproximación mejor, y en ese caso se utiliza una ecuación similar 
a la de Shockley (5.5) para el diodo, conocida como ecuaci“on de Ebers-Moll, 
que relaciona Ic con VBE, 


lo = Is [eren — 1] (5.10) 


4Cuando el diodo está conduciendo, la ecuación (5.5) determina que cada vez que la caída 
de tension en el diodo aumenta Vy : loge ~ 60 mV, la corriente que circula por él aumenta 
un orden de magnitud. 
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Ig también está relacionado con Vgs a través de una relación similar a (5.10), 
por ser esa juntura un diodo en directa. Por lo tanto, dado que la dependencia 
funcional de Jc e IB con respecto a VBe es similar, es posible plantear el modelo 
linealizado de la ecuación (5.7). 


Dado que el transistor tiene tres terminales, se pueden graficar distintas 
curvas caracter ísticas dependiendo de qué tensiones o corrientes se varíen y 
cu'ales se mantengan constantes. Como se observa en la figura 5.8, dada una 
determinada corriente de base 1% se obtiene una curva que relaciona lo con 
Vor. En la region donde Vez > 0V, Ic = cte = 10 £ Ib y es donde resulta 
válida la ecuación (5.7). Cuando Vez = 0V (en la práctica del orden de 0,2 V) 
el transistor ingresa a la “zona de saturacion” y la corriente de colector, Ic, 
para esa corriente 1% tiende a 0 V. Para cada corriente I8 tendremos una curva 
distinta, todas ellas paralelas al eje Voz en la zona “lineal” o “activa” (fuera 
de saturaci on). 


I zona de 
saturación 
} 1mA 
0,24 
0,8mA 
zona lineal 
0.6mA 
0,14 0,4mA 


0,2 mA 


zona de corte 


OmA 
Vr», 


Figura 5.8 Curvas características de un transistor para diferentes 19 8 = 200. 


La ganancia de corriente2 , por la forma en que se fabrican los transistores, 
es un parámetro que varía mucho aun entre transistores del mismo “código” o 
“modelo” y en realidad no es una constante sino que depende de la corriente 
de colector, de la tensión colector emisor y de la temperatura. Por lo tanto un 
circuito cuyo diseño depende del de un transistor no es “bueno” y debe ser 
evitado. Ya veremos más adelante ejemplos de esto. 


Transistor en la zona de corte y saturación 
El circuito de la figura 5.9 muestra un ejemplo en el que una corriente mo- 


derada controla otra corriente mayor, optimizando el consumo de potencia. En 
esta aplicación el transistor está funcionando como una llave. En este ejemplo 
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se utiliza una l'ampara con una resistencia en caliente de aproximadamente 


1000. 


Analicemos este circuito asumiendo que +10V 
se encuentra en las condiciones para las que 
vale la ecuacion (5.7) (es decir Vez > 0 V). 

Cuando la llave mecánica, que conecta y 
desconecta la base con la fuente de +10 V, 
está abierta, no hay corriente de base. Por lo 
tanto, si Ig es cero entonces, por la ecuación 
(5.7) Ic es cero, Ve = 10V y la l'ampara 
estía apagada. Este estado del transistor se 
denomina “corte” (ver figura 5.8). 


Cuando la llave mecánica está cerrada, la 
tensión de la base aumenta hasta aproxima- 
damente 0,7 V ya que el diodo base-emisor Figura 5.9 Transistor funcionando en zona de 

y saturaci“on como “llave”. 

está conduciendo en directa (Vg > VE) y se 

cumple la ecuación (5.9) con el emisor conectado a tierra. En estas condiciones, 
la caída de tensión en la resistencia R es 9,3 V y por lo tanto IB = 9,3 mA. Si 
aplicamos ahora la ecuacion (5.7), suponiendo un valor pequeño def =œ 100, 
debería ocurrir que Ic = 930 mA. ¿Es esto posible? Si circulara esa corriente 
a través de la l'ampara, cuya resistencia es de 100 Q, tendríamos una caída de 
potencial en ella de 93 V, por lo que Vc deber ía ser igual a —83 V. Sin embargo, 
como Vg = 0V (estía conectado a tierra), no se cumplirían las condiciones en 
las que vale la ecuación (5.7). 


Pensemos entonces al revés. Supongamos que a medida que aumenta IB 
va aumentando lc, y por lo tanto va aumentando la caída de tension en la 
lampara. Eso hace que Vc disminuya. Pero el valor mínimo que puede tomar 
Ve es 0V. Por lo tanto, cuando lc = 10 V/100 Q = 100mA, la ecuacion (5.7) 
deja de valer e Ic se mantiene constante aunque siga aumentando /g. Este 
estado del transistor se denomina “saturaci“on” (ver figura 5.8). 


Lo discutido significa que cualquier corriente de base mayor que la que 
se necesita para producir una corriente de colector de 100 mA, producir”a el 
mismo resultado, esto es, una corriente de colector de 100mA y la l'ampara 
se prendería. Aplicar una corriente de base un poco mayor que la mínima 
requerida para que el transistor esté saturado, por ejemplo 5-7 veces, hace al 
buen diseño del circuito, cuya importancia mencionamos anteriormente, pues 
permite independizarse del valor exacto def . 

El circuito de la figura 5.9 se puede mejorar agregando una resistencia, por 
ejemplo de 10kQ, entre la base y tierra. Al agregar esta resistencia, cuando 
la llave estía abierta la base queda conectada a tierra en lugar de quedar sin 
conexión con ningún punto, asegurando que no hay corriente de base. Cuando 
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la llave estía cerrada, si la base estía a 0,7 V, la corriente por la resistencia de 
1k0Q seguiría siendo 9,3mA, de los cuales 0,07mA se irían por la resistencia 
de 10kQ (0,7 V/10k0Q) y el resto entraría en la base del transistor. Como ya 
vimos, que por la base circulen 9,3mA o 9,23 mA no modifica el hecho de que 
la lamparita se prenda, así que la resistencia de 10kQ no influye cuando la 
llave está cerrada. 

Una reflexión final en relación con la potencia disipada en este circuito. Un 
buen diseño será aquel en el que la potencia se utiliza para prender la lamparita, 
y no en el dispositivo de encendido y apagado. El transistor, utilizado como 
llave, cumple con este requisito. Cuando la llave estía abierta el transistor no 
disipa potencia porque no circula corriente por sus terminales. Cuando la llave 
estía cerrada el circuito estía diseñado para que el transistor esté saturado, y 
Voz = 0V, por lo que el transistor tampoco disipa potencia en ese estado. 


Transistor en la zona lineal 


Consideremos ahora un circui- 
to general, para plantear en él las 
ecuaciones de Kirchhoff, calcular 
las corrientes y las tensiones en 
cada nodo, para luego obtener al- 
gunos resultados interesantes en 
casos particulares. 


Analicemos el circuito de la fi- 
gura 5.10. Vr es una tension, en 
principio continua, aplicada a la 
resistencia Ri. VEL y Vcc son ten- 
siones continuas aplicadas a las 
resistencias R2 y R3. Todas las 
tensiones mencionadas deben con- 
siderarse como diferencias de po- 
tencial con respecto a tierra. 


Figura 5.10 Circuito genérico con un transistor. 


La segunda ecuaci“on de Kirchhoff para la rama base-emisor es 
Vr — IgRı — Veger — leR2 — Vee =0 (5.11) 


Si tomamos Vgeg = 0,7 V y relacionamos Ig con Ig asumiendo que estamos 
en la zona “activa”, es decir que Vcg > 0 y que por lo tanto se cumple la 
ecuación (5.7), tenemos 


k +1) 


Iz= +D) = 


(5.12) 


5.3. TRANSISTORES 385 


y a partir de la ecuación (5.11) obtenemos, 


Vr — Vez — 0,7 V = Ig [Ri+Rof +1)| = IE l 5 | Ra (5.13) 


Por lo tanto, para cada caso particular de valores de Vr, Veg, R1, R2 y cono- 
ciendo podemos calcular 17 (y usando la ecuación (5.12) 18 e 1%) 


o. Vr— Vee—0,TV 
E R +1) +R 


(5.14) 


Al conocer I8 podemos determinar en cuál de las infinitas curvas que rela- 
cionan Vcg con lc se encuentra el dispositivo. En la zona fuera de saturación, 
donde la corriente de colector se mantiene constante (ver figura 5.8), esta co- 
rriente toma el valor 

VI — Ver — 0,7 V 


R1+ff +1) Ra 
La ecuacion (5.15) selecciona una de las infinitas curvas de la figura 5.8. 


IÈ (5.15) 


Observación 1: El valor de Te (ídem para Ig e Ic) no depende del valor de 
Vcc ni del valor de R3, salvo por el hecho de que estos pueden hacer que el 
transistor no se encuentre en la zona activa, por estar saturado. 


Observación 2: A los fines de fijar la corriente de emisor (y la de colector y 
base) Vr y Ver están cumpliendo el mismo rol, dado que en la ecuación (5.14) 
solamente importa la diferencia entre ambas tensiones. 


Observación 3: Vr — Veg— 0,7 V debe ser mayor que 0 V para que el transis- 
b] 
tor esté en la zona “activa”. De otra manera la juntura base-emisor no estará 
polarizada y el transistor estaría en “corte”. 


Observación 4: S8 >> 1, como ocurre en la mayoría de los casos, entonces 


BR +1) =1 


Escribamos ahora la ecuación para la rama colector-emisor. Tenemos: 
Voc — IcR3 — Vor — IBR2 — Vee = 0 (5.16) 


y usando la ecuación (5.12) se obtiene de la ecuaci'on (5.16), 


p 
Vcc — VEE Te LG | Pal (5.17) 


1 
Vece = Vcc -— Veer — lo ESE dE Lo 
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Usando las ecuaciones (5.15) y (5.17) se obtiene el valor de la tensión entre 
el colector y el emisor 


Vi — Vez — 0,7 V 1 
Vg = Veo — Vez Æ O no E 


Ri + +1)Ra 


Observacion 1: A los fines de fijar la tensi“on entre colector y emisor, Vcg, 
Voc y Veg estían cumpliendo el mismo rol, dado que en la ecuacion (5.16) 
solamente importa la diferencia entre ambas tensiones. 


Observaci“on 2: En un grafico de lc vs Vcg, como el de la figura 5.8, la 
ecuacion (5.17) es una recta con ordenada al origen (Vec — Ver) y pendiente 
—[R3+/f +1)R2f8 |. Por lo tanto la diferencia entre Vcc y Vege, y los valores 
de R2 y Rs definen la línea o recta de carga (figura 5.11). 


l, t V. TrA ` I, 
[2 EE 
AS R, + BR, A BAR, 


Vo; 


Figura 5.11 Condicion obtenida de la rama Figura 5.12 Intersecci'on de las curvas que deter- 
Colector-Emisor. minan el punto de trabajo. 


Dado que las condiciones establecidas gráficamente en las figuras 5.8 y 5.11 
se deben cumplir simult “aneamente, la intersecci“on de ambas curvas, marcada 
con el punto Q en la figura 5.12, sería el punto de trabajo donde se encuentre 
funcionando el circuito. Las tensiones en cada terminal del transistor (ver figura 
5.10), con respecto a tierra, serán 


Ve = Vcc — cR (5.18) 
Ve Ver + IER? (5.19) 
Ve = VI-—IBRi=Ve+0,7V 


Una observacion final en relacion con la determinacion del punto Q. La 
condicion obtenida de la rama Base-Emisor, dada por la ecuacion (5.15) y 
mostrada en la figura 5.8, depende de la tension Vr. La condicion obtenida 
de la rama Colector-Emisor, dada por la ecuaci“on (5.17) y mostrada en la 
figura 5.11, es independiente de la tensión Vr. Por lo tanto, al variar la tensión 
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Vr se podría modificar la corriente de base Ig, recorriendo distintas curvas 
características, como se mostr“o en la figura 5.8, pero sin modificar la línea de 
carga (figura 5.11). A medida que se varía Vr, y por lo tanto Ig, el punto Q se 
va desplazando sobre la línea de carga, yendo desde un extremo en la zona de 
“corte” hasta el otro extremo en la zona de “saturación”. 


Transistor como adaptador de impedancias y amplificador 


Si analizamos el circuito de la figura 5.10 considerando a Vr como la entrada 
y al emisor del transistor como la salida, entonces la ecuación (5.13) se puede 
pensar como un divisor de tensión con un circuito como el de la figura 5.13. 


Figura 5.13 Divisor de tensión para evaluacion de impedancias. 


Se puede interpretar que la corriente que circula es IB, y entonces, 


Vi = Vi-—Vee-0,7V 
Rx = Rı 
Ry = RA +1) 


o podemos pensar que la corriente que circula es Jg, y entonces, 


V = Vr—Vegs—0,7V 
Rx = Rı/& + 1) 
Ry = Ra 


En el primer caso, como la corriente que circula es Ig, se trata de la impe- 
dancia de entrada. En el segundo, como la corriente que circula es Ig, se trata 
de la impedancia de salida. 
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Pensando entonces como si hubiera una única malla y por lo tanto una única 
corriente podemos decir que, si miramos desde la entrada, donde circula la 
corriente de base Ig, todo sucede como si la impedancia conectada en el emisor, 
fuera (8 + 1) veces mas grande. En cambio, mirando desde la salida, donde 
circula la corriente de emisor le, todo sucede como si la impedancia de base 
fuera ($ + 1) veces mæ chica. Esta propiedad de adaptacion de impedancias, 
que se deriva de la ecuación (5.7), es una de las características que le da utilidad 
al transistor, como veremos con un ejemplo más adelante. 


Finalmente, podemos darle una interpretación a las consecuencias que tiene 
que el transistor se comporte según la ecuaci“on (5.7) en términos de la impe- 
dancia que se ve desde el terminal del colector. La corriente de colector queda 
determinada por la ecuacion (5.15), que no depende de la tensi/on de colector, 
siempre que el transistor se encuentre en la zona activa. Pero un dispositivo por 
el que circula una corriente que no depende de la diferencia de tensión entre sus 
terminales se comporta como una fuente de corriente. La impedancia interna 
de una fuente de tensión ¿deal es 0 Q, porque la diferencia de tensión entre sus 
terminales es constante, sin importar la corriente que entrega. An “alogamente, 
la impedancia de una fuente de corriente ideal es infinita. 

Ya hemos analizado el circuito de la figura 5.10 y calculado su punto de 
trabajo Q. Ahora supongamos que además del valor de continua de entrada Vy 
se suma una señal senoidal de amplitud pequeña vz y de frecuencia fo. En estas 
condiciones la juntura base-emisor del transistor, que es no lineal, se puede 
aproximar razonablemente bien por su valor de continua más las variaciones de 
corriente multiplicados por su resistencia dinámica, como se hizo previamente 
en la ecuación (5.1). 

Se puede reescribir entonces la ecuacion de la rama base-emisor (5.11), de 
lo que resulta 


(Vi+ un — (la + iB) Ri — (Vse + vege) — (le +18) R2 — Vee = 0 


donde ig, UBE eip representan las variaciones generadas por la tensión senoidal 
de amplitud pequeña vz. Pero como la ecuación (5.11) sigue valiendo, se obtiene 


vr — bhi — vger — ie R = 0 (5.20) 


Al aplicar la definición de resistencia dinámica de la ecuación (5.6) para el caso 
de la ecuación de Ebers-Moll (5.10) se obtiene vBE 2 rei E; con re = 25 mV/12 
a 20°C. La tensión de emisor, ecuación (5.19), sería ahora 


Ve + ue = Ver + (Ie +15) R2 (5.21) 


y a partir de la ecuación (5.21), y usando las ecuaciones (5.12), (5.19) y (5.20), 
la variación de tensión en el emisor será entonces 
vuIR2 
UE = iph = 5.22 
A R2 +re+ Rub +1) e 
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Imaginemos que tenemos un divisor de tensión cuyas resistencias son Ra y 
[re + Rı/@ + 1)], que está alimentado con una fuente vz. En ese caso la caída 
de tension en la resistencia R2 estaría dada justamente por la ecuacion (5.22). 
Si R2 >> [re + R1/f +1)] entonces ve = ur. 

Si la señal senoidal vz, que se conecta a la resistencia de base, es conside- 
rada la señal de entrada y la señal senoidal vg, que se mide en el emisor, es 
considerada la señal de salida, vemos que ambas señales son aproximadamente 
iguales. Esta es la raz'on por la que a este circuito genérico de la figura 5.10 
que sale por el emisor se lo denomina “seguidor de tensión”, dado que la salida 
“sigue” a la entrada. 


Uno se podría preguntar qué utilidad puede tener un circuito como el de 
la figura 5.10 si la tension de salida es igual a la tension de entrada, o dicho 
en otros términos, por qué no poner directamente un cable. La respuesta está 
en que si bien las tensiones de entrada y salida son iguales, las potencias no lo 
son, porque la corriente de emisor es @ + 1) veces más grande que la de base. 


Veamos la posible utilidad practica de este dispositivo en un ejemplo con- 
creto. Supongamos que tenemos un generador de funciones típico, con una 
impedancia interna de 50 Q y queremos alimentar un parlante, que tiene una 
impedancia típicamente de 82. Buena parte de la tension del generador de 
funciones, y por lo tanto de su potencia, se perdería en su resistencia interna, 
y no en mover el parlante. Si entre el generador de funciones y el parlante 
intercalamos un circuito como el de la figura 5.10, y conectamos el generador 
de funciones en lugar de Vr y el parlante en el emisor, dado que ve = vr, en 
el parlante tendremos la tension que entregue el generador de funciones. Sin 
embargo ahora el generador de funciones “verá” al parlante como si tuviera una 
impedancia de 80 @ +1). De esta forma la impedancia interna del generador 
de funciones sería mucho menor que la carga, comport ‘andose como si fuera 
“ideal”, y disipando la potencia en el parlante. En este caso el generador de 
funciones pone la inteligencia, que es la señal, mientras que las fuentes Vcc y 
VEE aportan el músculo, que es la potencia necesaria para mover el parlante. 
La ecuacion (5.7) es la que explica como el transistor logra cumplir con esta 
función. 

Calculemos ahora qué valor toma la tensión de colector. De acuerdo con la 
ecuación (5.18), esta será 


Vo + vce = Vcc — (Ic + ic) R3 (5.23) 


y a partir de la ecuación (5.23), y usando las ecuaciones (5.12), (5.18) y (5.22), 
la variación de tensión de colector sería entonces 


vr R3 
S% aS B de : e R2 +re+ Rı/@ +1) l ) 
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El signo menos en la ecuacion (5.24) indica que la señal en el colector estía 
desfasada 180” con respecto a la entrada, es decir que cuando una crece la otra 
decrece. Si R2 >> [re + Rı@ +1)] entonces vc ~ —ur R3/R2. 

En este último caso, si en el circuito genérico de la figura 5.10 se toma como 
entrada la señal senoidal que se conecta a la base y como salida la señal del 
colector, se observaría un cambio en la amplitud de la señal, (adem'as de una 
inversion de fase) dado por el cociente de resistencias R3/R2. Un circuito con 
estas características permite entonces construir un amplificador de tensión. 

Es sencillo calcular la impedancia que se ve si la salida es el colector del tran- 
sistor. Calculando la impedancia equivalente vista desde ese punto obtenemos 
que es la impedancia del colector del transistor, que como vimos anteriormente 
es infinita, en paralelo con R3. Por lo tanto la impedancia de salida desde 
colector sería Rs. 


En la figura 5.12 se calculo el punto de trabajo del circuito. Cuando a las 
tensiones de continua se les suma una señal senoidal de amplitud pequeña, 
como se hizo antes para calcular ganancias, lo que se obtendr'“a son pequeñas 
variaciones del punto de trabajo. Recuerde que vimos que la recta determinada 
por la ecuación (5.17) (figura 5.11) no depende de la señal de entrada, y por lo 
tanto no variará por la presencia de la señal senoidal. Entonces, si la variación 
de tension genera una corriente de base menor que la del punto de trabajo, 
habría una corriente de colector menor y como se puede derivar de la figura 
5.12, una Vcg mayor. Contrariamente, si la variacion de tension genera una 
corriente de base mayor que la del punto de trabajo, habría una corriente de 
colector mayor y como se puede derivar de la figura 5.12, una Voz menor. 

Pero Vcg puede variar entre un valor máximo dado por Vcc — Vgeg, cuando 
está en corte, y una tensión cercana a los 0 V, cuando está en saturación. Si se 
quiere evitar que el circuito distorsione y pierda la linealidad de la amplificación, 
se debe evitar tanto la situaci“on de corte como la de saturacion y estar en el 
régimen donde vale la ecuación (5.7). Entonces, el punto de trabajo óptimo, que 
está más alejado de ambos extremos, es el determinado por 


vo — Vcc — VEE o Vcc — VEE 
eds 2 C 2R3+2R% +D8 


(5.25) 


El circuito genérico de la figura 5.10 es útil para hacer un análisis general y 
simple, pero no es un circuito que se pueda usar en la práctica. Como se men- 
cionío anteriormente, dado que es un parametro que varía entre transistores 
de un mismo “modelo”, un diseño con utilidad práctica no debe depender del 
mismo. Veamos, a modo de ejemplos, algunos circuitos que muestran cómo se 
puede lograr esto. 


5.3. TRANSISTORES 


Ejemplos de circuitos con transistores 


Consideremos el circuito de la 
figura 5.14. Si bien conceptual- 
mente se puede pensar como un 
caso particular del circuito genéri- 
co de la figura 5.10, como veremos 
más adelante, es un ejemplo de un 
“buen diseño”. Lo primero que ob- 
servamos es que se ha colocado 
un capacitor C, llamado de “blo- 
queo”, en la entrada de señal, en 
la base. Este capacitor está en se- 
rie con la impedancia de entrada 
resistiva del circuito, Ri, que se 
calcular ‘a posteriormente de ma- 
nera similar a como se hizo en la 
seccion anterior para el circuito 
genérico. 

En los capítulos anteriores es- 
tudiamos como se comporta un 
circuito RC tanto cuando lo ali- 
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Figura 5.14 Circuito seguidor por emisor. 


mentamos con una tensión continua como con una de alterna. El capacitor de 
“bloqueo” cumple, tal como vimos en la seccion 4.1, varias funciones, a saber: 


1. 


Como vimos al principio de la sección 4.1, si el circuito con un capacitor 
tiene conectada una fuente de tensi“on continua no circularía corriente 
alguna. Una vez que el capacitor se carga, impide el paso de corriente, 
y permite que la tension de continua de la base no sea afectada por la 
tension de continua del generador de señal. El capacitor “bloquea” o 
“desacopla” las tensiones de continua a cada lado del mismo. Una de las 
placas del capacitor está identificada con un signo +. Esto recuerda que 
ese punto del circuito estará a una tensión más positiva que la otra placa. 
Esto es importante cuando se utilizan capacitores electrolíticos, dado que 
deben utilizarse respetando la polaridad indicada en su encapsulado para 
evitar que se rompan. 


La impedancia compleja del capacitor está dada por la ecuación (4.9), y 
disminuye al aumentar la frecuencia de la señal senoidal. Por lo tanto, si 
[Zo] = 1/(wC) << Ri o w >> 1/(R;C) la amplitud de la señal senoidal 
no se veía afectada por la presencia del capacitor. La frecuencia que 
separa las zonas de baja frecuencia, que se ven afectadas por el capacitor, 
de las de alta frecuencia, que no son afectadas, se denomina “frecuencia de 
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corte”, we = 1/(R;C). Un circuito de este tipo se lo denomina “filtro”. En 
este caso se trata de un “filtro pasa altos”, dado que deja pasar sin afectar 
sensiblemente las frecuencias que son al menos un orden de magnitud 
mayores a we. 


3. En el caso de que la señal no sea senoidal, en la medida que la frecuencia 
fundamental sea mayor que w: tampoco serían afectadas el resto de las 
armonicas, dado que serían de frecuencias superiores y se verían todav ía 
menos perturbadas por el filtro. 


Recordando entonces que el capacitor no permite que circule corriente 
continua por él, podemos escribir la primera ecuación de Kirchhoff para el nodo 
de la base del transistor, B. En ese nodo entrará una corriente desde la fuente 
Vcc a través de la resistencia Ri que se dividiría entre la que circularía entre 
la base y tierra a través de la resistencia R2 y la que entraría a la base del 
transistor. La corriente de base, IB, se puede relacionar con la corriente de 
emisor, Ig, y esta corriente sería igual a la tension del emisor dividida por la 
resistencia de emisor, como se hizo en la ecuación (5.13), obteniendo la relación 
que se indica en la ecuación (5.26). 


Vec—VaB VB Ve VB-0,7V 
= - Ig = | - 5.26 
Rı En Ba e +1)Rs (B0) 
La tension de base, Vg, sería independiente de si 
Ri+R Vg — 0,7 V 
1 e ao (5.27) 


>> 
Rı - R2 6 +1)R 


Nótese que en la mayoría de las aplicaciones, las resistencias de carbón que se 
utilizan tienen una tolerancia del 5%, por lo que aproximaciones que impliquen 
diferencias menores del 10% en un cálculo son despreciables dado que resultan 
del mismo orden de magnitud que el error generado por las fluctuaciones del 
valor de las resistencias. 


Si se cumple la condicion definida en la ecuacion (5.27), la tension de 
base estaría determinada por el divisor resistivo formado por Ri y R2, y sería 
independiente del valor def . 


Ra -Vec 


VE ERA 
F Ri + Ra 


(5.28) 


y la tensión de emisor será 


Ve = Vg — 0,7 V (5.29) 
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La ecuacion (5.25) determina la condicion para que haya un punto de 
trabajo Q adecuado. Como en este caso Vez = 0 y Ve = Vcc, resulta que: 
Vég = (Vece — Ve) = Voc/2. Esto fija el valor de Ve = Vcc/2 y usando la 
ecuación (5.29) queda determinado el valor óptimo de Vg. Usando las ecuaciones 
(5.28) y (5.29) con el valor “optimo de Va queda fijada una condicion para los 
valores de Rı y R2 

(Voo +1,4V) Ra 
2- Vcc Rı + R2 


La impedancia resistiva de entrada, vista desde el generador sería 


Ri = Rı//R2//@_ + 1)Rs 


(5.30) 


donde se usó la doble barra (//) para indicar resistencias en paralelo, configura- 
ción que fue estudiada en la sección 2.5. Obviamente, si se cumple la condición 
(5.27) la impedancia resistiva de entrada tampoco depender'a del valor def . 
Notar que esta impedancia está en serie con el capacitor de bloqueo de entrada, 
como se menciono al comienzo de esta sección. Por otra parte, la corriente de 
continua de emisor sería 


Ige = — = lc (5.31) 
y la impedancia vista desde la salida Ro, conectada en el emisor, será 


Ro = Rs//(Rı//R2//r)/@ +1) 


donde r; es la impedancia del generador de alterna que se coloca en la entrada, 
típicamente del orden de los 509. Por lo tanto, en general la impedancia de 
salida sería muy baja, del orden de r:/@ +1). 

Como vimos al analizar la respuesta del transistor para pequeñas señales 
(ecuación (5.20)), re = 25mV/Ico. Al tomar en cuenta esta relación y la ecua- 
ción (5.31) resulta: 

_S5UmV 


m= 
Vcc 


Fijando el valor de Vcc, a través de la ecuacion (5.22) quedaría determinado 
cu'anto afectaría re la amplitud de la señal de salida. Si R3 es pequeño, por la 
ecuación (5.27) Ra deberá achicarse, y también se achicará R1, dado que están 
relacionadas por la ecuación (5.30). Esto generará mayores corrientes circulando 
por el transistor y una disminucion de la impedancia de entrada. Si por el 
contrario el valor de R3 es grande aumentarán tanto R2 como R1, las corrientes 
circulando por el transistor serían pequeñas y aumentaría la impedancia de 
entrada. Por lo tanto, en función de las condiciones de impedancia de entrada 
y salida que se requieran en cada caso se podría optar por un valor de R3 un 
poco mayor o menor. Hay que tener en cuenta también que en la medida que la 


R3 
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impedancia de entrada sea menor se deberá colocar un capacitor de bloqueo C 
mayor para que el circuito tenga la misma we. En la práctica, si [E << 1mA el 
transistor deja de tener un comportamiento lineal, y esto fija una cota superior 


al valor que puede tomar R3.? 


Figura 5.15 Circuito emisor común. 


Por último reflexionemos sobre la 
utilidad de este circuito. Si re << 
Rs la amplitud de la señal que se 
coloca a la entrada sería observa- 
da a la salida casi sin modificacion. 
Sin embargo, la impedancia de sa- 
lida es muy baja y la impedancia 
de entrada es relativamente alta. Es- 
ta “adaptaci“on” de impedancias es 
consecuencia de la amplificacion de 
corriente que realiza el transistor. 
A diferencia del circuito genérico de 
la figura 5.10, este circuito funciona 
con una sola fuente de alimentaci“on, 
Vcc. Al utilizar el capacitor de blo- 
queo no es necesario preocuparse por 
la diferencia de tensión continua entre 
el generador de señal y la tensión del 
punto B, pudiendo obtener un punto 
Q óptimo sin necesidad de utilizar la 
fuente Vgg.® 


Es posible hacer un an “alisis similar con el circuito “emisor común” de la 


figura 5.15. El nombre emisor común h 


ace referencia a que la entrada estía 


en la base y la salida en el colector, siendo el emisor una referencia común a 


ambas señales. A diferencia del caso ante 
salida del circuito se toma en el colector. 
obtenemos para este caso particular: 


p | 
ma DN j 


Ver = Vcc — IE | 
R 


rior, en el circuito “emisor común” la 
Si usamos la ecuación general (5.17) 


Ril = Vcc — Ir [Ra + Ral 


y la ecuación (5.25) para este caso particular es: 


0 Vcc 0 
Voz = 


Vcc 


2r [Pan am A 
2 “7 2.(Ra+ Rs) 


5Es usual que las fem tengan tensiones de 5-15 V y las corrientes de emisor y colector 
sean del orden de los miliamperes, salvo en amplificadores de potencia. 
6Las condiciones planteadas para el circuito de figura 5.14 se verifican, por ejemplo, para 


el siguiente conjunto de valores: Voc = 12 V; 
C =4,7pF. 


Rı = 120k0)%; Ro = 150k0; R; = 6,84); 


5.3. TRANSISTORES 395 


Es decir que la suma R4 + Rs determina la corriente que circula por emisor y 
colector. Si se escribe la ecuacion (5.24) para este circuito, la amplificaci“on o 
ganancia del circuito ante pequeñas señales resulta: 


Ml Vo a Ra 
E Vi = Rs + Te 
En este caso 
50mV 
Te = —— (R3+Ra) 
Voc 


y dependiendo de los valores que se elijan es posible despreciar el efecto de re 
en la ganancia del circuito y así obtener 


A op _ Vece (G +2) 
ES AS EA) 
Vcc 1 
pr, 0 — — _ _ _—_— 
y 
Vs ~ Ve +0,7V (5.32) 


La condicion determinada por la ecuacion (5.25) a los efectos de obtener 
un punto de trabajo Q “optimo implica que la mitad de la tension de la fem 
caerá en las resistencias y la otra mitad entre el colector y el emisor. Pero como 
la corriente que circula por ambas resistencias es pr “acticamente la misma, a 
mayor ganancia, mayor será la caída de tensión en R4 en relación con R3. Aquí 
aparece un límite practico a la ganancia que puede tener un circuito como el 
de la figura 5.15. Si las variaciones que tiene la tension de emisor cuando se 
coloca la señal a amplificar son del mismo orden de magnitud que la tension 
Ve, el circuito se apartará del comportamiento lineal y generará distorsion en 
la señal de salida amplificada. Como regla general, un circuito de una etapa 
como el de la figura 5.15 tiene una ganancia menor que 10. 


La ecuación (5.26), escrita para el nodo de entrada en el circuito de la figura 
5.14, sigue siendo válida para este circuito. Sin embargo, a diferencia del caso 
anterior, como el circuito amplifica la señal a la salida, la tensi“on de emisor y 
de base ya no estarían cerca de Vec/2. Siguiendo el mismo razonamiento que 
en el circuito anterior, la corriente que llega al nodo de la base B a través de 
la resistencia Rı debe circular por la resistencia R2, y para que esto se cumpla 
esta corriente debe ser al menos diez veces mayor que la corriente de base (como 
dijimos, se toma un orden de magnitud porque en la pr“actica las resistencias 
que se usan tienen una tolerancia del 5%). 


Si lo dicho se cumple, entonces: 


Va = Vcc: Ra (5.33) 
(Ri + Ra) 
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y la diferencia entre lo que se debería fijar para tener una polarización óptima, 
determinado por la ecuacion (5.32) y lo determinado por el divisor de base, 
dado por la ecuación (5.33), dependerá de la relación entre R1//R2 y +1)Rs. 
Sif +1)R3 >> (R1-R2)/(Ri+Ra2) la aproximación funcionará adecuadamente 
y el punto Q fijado sería independiente del valor def . 

Así resulta que el circuito de la figura 5.15 amplifica la tensión en un factor 
G, invirtiendo su fase y tiene una impedancia de entrada: 


Ri=R1//R2//8 + 1)Rs 


En la medida en que la corriente que entra por la base no influya en la de- 
terminacion de la tension en la base, la impedancia de entrada sería también 
independiente del valor d8 .* 


La impedancia de salida Ro, del circuito de la figura 5.15 sería el paralelo 
entre la impedancia Ra, colocada entre la fuente Vcc y el colector, y la impe- 
dancia del colector, que es alta por comportarse como una fuente de corriente. 
Calculando el paralelo entre una impedancia “infinita” y una finita, resulta: 


Ro = Ra 


Como hemos visto, estos circuitos tienen la particularidad de que su funcio- 
namiento solamente depende del hecho de quegg >> 1, y no del valor específico 
def . Esta característica los hace adecuados para ser usados en aplicaciones 
reales. 


El objetivo de este capítulo ha sido dar una introducción al funcionamiento 
tanto de elementos no lineales como a nociones básicas del comportamiento de 
circuitos con diodos y transistores. Pero desde ya que estía lejos de agotar los 
temas que pueden ser de interés. Existen numerosas aplicaciones de diodos y 
transistores que no han sido presentadas. Pero también existen circuitos com- 
plejos, construidos en base a estos, como amplificadores diferenciales, fuentes 
de tensión y corriente, osciladores, compuertas lógicas, memorias, conversores 
analógico-digitales, microprocesadores y demás dispositivos que se encuentran 
tanto en un laboratorio de investigacion como en el hogar. Para avanzar en 
la comprension de estos dispositivos sería necesario profundizar el estudio en 
cursos espec ficos. 


“Las condiciones planteadas para el circuito de figura 5.15 se verifican, por ejemplo, para 
el siguiente conjunto de valores: Voo = 12V; Ri = 56kQ; Rə = 6,8k0; Rə = 5609; 
R, = 5,6 kQ; C = 4,7 pF. 


Apéndice 


Breviario sobre Unidades Electromagnéticas 


La cuestión unidades en electromagnetismo frecuentemente se presta a con- 
fusión, especialmente para el estudiante novicio. El único consuelo podr ía ser el 
hecho de que hace medio siglo, la situación era mucho peor. Como explicamos 
en el texto, hoy día se usan dos sistemas, el SI (Systeme Intérnational) y el 
Gaussiano. El primero es recomendado por la mayoría de las organizaciones 
científicas internacionales y mandatorio en muchas revistas cient íficas; el segun- 
do es usado (lamentablemente) por la mayoría de los astrofísicos y los físicos 
nucleares, de partículas elementales, y del plasma. 

La razon principal de la aparicion de varios sistemas de unidades y de 
confusiones pertinentes es hist “orica. Reside en el hecho de que inicialmente, 
electricidad y magnetismo se desarrollaron en forma independiente, cada uno 
con su propia Ley de Coulomb y sus constantes € y u, y con sus propias 
magnitudes de cargas eléctricas y “masas” magnéticas—hasta que ocurrio la 
“gran sorpresa” de Oersted, quien descubrió que corrientes eléctricas generaban 
campos magnéticos. Á eso se suma el hecho de que había varios sistemas 
mecánicos de unidades para elegir, y que inicialmente no se sabía de la existencia 
de partículas elementales que portaban una carga eléctrica específica invariable 
—hecho que justifica ampliamente la adopción de una dada carga eléctrica como 
unidad independiente. 


En este libro hemos seguido la recomendación general, adoptando el Sistema 
SI racionalizado, con las unidades mecánicas MKS (metro, kilogramo, segundo) 
y el coulomb (pagina 24) como independientes. Hemos enfatizado que la con- 
veniencia de la adopción de la carga eléctrica como unidad independiente está 
debidamente justificada por el principio de conservacion de la carga (2.6), el 
principio “más firme” de todos en física. En nuestra presentación, electricidad 
y magnetismo aparecen separados, con sendas constantes universales €o y o, 
respectivamente; pero la unión de los dos es tramitada a través de una combi- 
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nación de estas constantes, c = 1/(./Z010). En lugar del coulomb se suele usar 
como unidad independiente el ampere (intensidad de una corriente de 1 C/s), 
que es más fácil de medir. La cuestión de “racionalización” fue discutida en la 
sección 1.9; responde a una cuestión de comodidad en expresiones integrales y 
carece de significado físico. 

El otro sistema en uso hoy día es el Sistema de Gauss (no-racionalizado), que 
adopta el sistema de unidades mecánicas cgs (¿será porque son más chiquitas, 
ms aptas para describir atomitos?) y en lugar de las constantes £o y uo (a 
las que por decreto se les asigna el valor 1, sin unidades), se adopta como 
constante universal la velocidad de la luz c, expresando la carga eléctrica con 
una unidad derivada, el “statCoulomb” (= 0,33 x 107° coulomb), definido por 
receta en un proceso experimental. En general (y para confundir aún más), el 
sistema de Gauss sólo se usa para las variables magnéticas; cuando se trata de 
electrostática, se usan las unidades ampere y volt, pero manteniendo el sistema 
cgs. 

La tabla que sigue muestra las magnitudes mæ usadas en electrost “atica y 
sus unidades en el sistema SI. 


SI 
Magnitud física Nombre Símbolo Unidades 
Carga eléctrica q coulomb C 
; C 
Intensidad I ampere = A 
S 
k 2 
Potencial V volt V na 
s°A 
ma V kg m 
Campo eléctrico E z N 
, , kg m? 
Resistencia R ohm Q JA? 
A?s4 
Capacidad C faraday F 7 
kgm 


Tabla 5.1 Unidades SI en electrostática. 


5.3. TRANSISTORES 


399 


Las próximas tablas comparan las magnitudes magnéticas en los dos sistemas 
SI y Gaussiano. 


SI Gaussiano 
Magnitud física Nombre Símbolo Unidades Nombre Símbolo Unidades 
C sti B | tesl F kg G g"? 
ampo magnético esla Prez auss PA 
E p s2 A dl cml/2s 
k 2 
a Av gm 2 
Flujo magnético $ | weber Wb => maxwell Mx Gcm 
s 
2 2 
m” kg S 
Inductancia L | henr H 
á s2 A cm 
A g1/ 2 
Excitación magnética H = oersted Oe n 
m cm!/2s 


Tabla 5.2 Unidades SI y de Gauss en magnetismo. 


Conversión 
1T = 10G 


1Wb = 10 Mx 


1H = A 
1% = 4m0 Oe 
m 


Tabla 5.3 Conversion Sl—Gauss. 
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En cuanto a las ecuaciones más comunes, las siguientes tablas comparan su 
escritura en los dos sistemas, y se listan los valores y unidades de las constantes 
fundamentales £0, o y c (notar que f = r/r, versor del vector posición). 


SI 


Fuerza de Lorentz f=q(E+vxB) 


1 
Ley de Coulomb = 4192 
Árey r2 
E l q, 
Campo eléctrico E = — f’ 
4TEg r2 
de una carga puntual 
yi Ho Ide xP 
B pea 
Campo magnético i $ 72 


de una espira 


Gaussiano 


f=0(5+loxB) 


4142 
LA 
q, 
E= 3 


Tabla 5.4 Ejemplo de ecuaciones fundamentales escritas en los sistemas Sl y Gauss, respectivamente. 


SI Gaussiano 
A2 
Constante dieléctrica 8,854 187 817 - 1072 —=3 1 
kg m 
del vacío (£o) 
Permeabilidad magnética 410" aE 1 
s 


del vacío (ug) 


Velocidad de la luz 


2,997 924 58 - 108 a 
en el vacío (c) 


2,997 924 58 - 101° — 


Tabla 5.5 Valores de constantes electromagnéticas universales en ambos sistemas. 


5.3. TRANSISTORES 401 


Finalmente, aunque no son parte integral de este libro, es importante com- 
parar las ecuaciones de Maxwell, escritas en los dos sistemas: 


SI Gaussiano 
p 
E = — V.E = 4rp 
E0 
V-B = 0 V-B = 0 
i y Ot o c ôt 
E 4 1 ðE 
VxB = EE a TAB PE 
Ot c c ot 


Tabla 5.6 Comparacion de las ecuaciones de Maxwell en los dos sistemas de unidades electromagnéticas 
SI y Gauss. 


Obsérvese que la escritura de las ecuaciones de Maxwell en el Sistema de Gauss 
parece mæ logica: toda variable ligada con el tiempo t (incluso en j, que es 
carga por unidad de superficie y tiempo), es precedida por la velocidad de la 
luz d! Esto sirve de presagio de la Teoría de la Relatividad, en la que la variable 
ct es considerada la cuarta dimensión del espacio-tiempo. Los vectores E y B 
tienen las mismas dimensiones en el sistema Gaussiano; aunque esto parezca 
raro, en Relatividad, las componentes del vector E y del pseudovector B (ver 
nota al pie en pag, 214) son todas componentes de un mismo y único tensor 
campo en el espacio-tiempo cuadridimensional. Á pesar de todas estas pseudo- 
ventajas, el Sistema SI es el más adecuado y práctico para la vida cotidiana de 
un científico -y se justifica en base a un principio de conservación que hasta la 
fecha nunca ha sido violado... 
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